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Resumen

La consecuencia mas difundida de la revolucién en la geometria del siglo XIX es aque-
lla que afirma que después de dichos cambios ya nada quedaria de la vieja nocién de
espacio como “forma de la intuicién sensible”, ni de la geometria como “condicién tras-
cendental” de la posibilidad de la experiencia. Este articulo se ocupa del intento de
Rudolf Carnap por articular una concepcion del espacio intuitivo que, al tiempo que
se mantiene dentro del paradigma kantiano se hace eco de algunos resultados obteni-
dos en las ciencias formales, especificamente de la teoria de grupos en su aplicacién a
la geometria (la teoria de los invariantes de Klein). Su concepcion se encuentra ante-
cedida por los esfuerzos de Helmholtz, Poincaré, Cassirer y Husserl.
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Abstract

The most diffused consecuence of the revolution in the geometry of the XIX century
is what claims that after this changes anything would remain of the old notion of space
as “the form of the sensible intuition”, neither of geometry like “trascendental
condition” of the possibility of experience. This paper deal with the Rudolf Carnap’s
attempt to articulate a conception of the intuitve space that, at the time that it
mantains within kantian paradigm, it echoes of some results obtained in the formal
sciences, specifically of the theory of groups in its application to geometry (Klein’s
theory of invariants). Its conception is preceded by the efforts of Helmholtz, Poincaré,
Cassirer and Husserl.
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1. Introduccion

Un lugar comun en la historia de la nocién de espacio y de sus fun-
damentos epistemolégicos ha sido la idea de que después de Kant y como
resultado de los desarrollos en la geometria del siglo XIX, los cuales inclu-
yen el surgimiento de las geometrias no-euclideanas y la formalizacién
de la geometria euclideana por parte de Hilbert, ya nada quedaria de la
vieja nocién de espacio como “forma de la intuicién sensible”, ni de la geo-
metria como “condicién trascendental” de la posibilidad de la experien-
cia. Sin embargo, en el siglo XIX mismo y atun entre algunos de los
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matematicos implicados en esos desarrollos, se intenté salvar parte del
espiritu subyacente a la nocién kantiana de intuicién espacial. El proble-
ma con el que se enfrentaron dichos intelectuales era el de congeniar, por
un lado, la idea de que el espacio es una estructura subjetiva a priori que
condiciona la experiencia del mundo fisico, y por otro, la de que dicha
estructura es lo suficientemente amplia como para dar cabida a por lo
menos los tres casos cldsicos de geometrias de curvatura constante, a
saber, la geometria euclideana, la eliptica y la hiperbdélica. En otras pala-
bras, el desafio era mantener la idea kantiana del espacio como forma a
priori de la intuicién, pero despojandola de las especificaciones que Kant
mismo le habia asignado a dicha estructura, a saber, la del espacio exclu-
sivamente euclidiano.

Lo que posibilité que estas ideas fructificaran fue la aparicién de
dos nuevos conceptos en las matematicas, en el dlgebra en particular, a
saber, los conceptos de transformacion y de grupo de transformaciones.

Entre los fil6sofos mas sobresalientes que en el siglo XIX intenta-
ron aplicar las virtudes de dichos conceptos a las investigaciones episte-
moldgicas sobre la naturaleza del espacio encontramos a Helmholtz y a
Poincaré.

Asimismo, los conceptos de transformaciéon y de grupo de trans-
formaciones se convirtieron en la base de la reforma integral de la geo-
metria que Felix Klein propuso en su prueba de admisién a la
Universidad de Erlangen en 1872, y que se conoce desde entonces como
Programa de Erlanger o también como teoria de los invariantes geo-
métricos.!

A comienzos del siglo XX encontramos al menos dos corrientes filo-
séficas que se hicieron eco tanto de estos importantes resultados de las
ciencias formales, como del uso epistemolégico que Helmholtz y
Poincaré hicieron de los mismos, a saber, el neo-kantianismo de la escue-
la de Marburgo y la fenomenologia. Fundamentalmente bajo la influen-
cia de la teoria de los invariantes de Klein, Cassirer y Husserl, los lideres
de dichas escuelas articularon partes cruciales de sus concepciones filo-
séficas. En su obra maestra epistemolégica de 1910,2 Cassirer concibe su
teoria del concepto y de lo a priori bajo dicha influencia. En el caso de
Husserl, su concepto de lo que en Ideas llama “intuicién eidética”

L Como es bien sabido, con posterioridad, y debido principalmente al nombre de
Emmy Noether, los mismos conceptos fueron de enorme importancia en el desarrollo
de la fisica teérica.

2 Me refiero, claro estd, a su Concepto-sustancia iy concepto-funcién (citado como
1923a).
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(Wessenerschauung), ya articulada en las Investigaciones légicas bajo el
nombre de “abstraccién idealizadora”, es de clara inspiracién en los resul-
tados matematicos a los que referimos.3

Ahora bien, en 1922, un joven filésofo alumno de Bruno Bauch, de
Frege y que también habia atendido a Husserl en Friburgo, presenta en
el departamento de filosofia de la universidad de Jena una tesis sobre el
espacio que suplantaba la que con anterioridad habia sido rechazada tan-
to por el departamento de fisica como por el de filosofia de la misma uni-
versidad, y que versaba sobre los “fundamentos axiomaéticos de la
cinemaética”.4 Su nombre, Rudolf Carnap.

En esta tesis, el joven Carnap presenta un diagnéstico acerca de
la confusién que, a su manera de ver, reinaba en las discusiones sobre la
naturaleza del espacio durante aquellos afios. En su opinién, los malen-
tendidos que dominan la discusién sobre la naturaleza del espacio, pro-
vienen del hecho simple y llano de que los participantes en la disputa
estan refiriéndose a diferentes tipos de espacio. Por lo tanto, en orden a
clarificar la situacién, debemos comenzar por distinguir cuidadosamen-
te esas diferentes clases de espacios, para luego resolver el problema de
sus interrelaciones. Los tres tipos de espacio que distingue son: espacio
formal, espacio intuitivo y espacio fisico. A su vez, estas diferentes cla-
ses de espacio se corresponden con el objeto de estudio de matematicos,
filésofos y fisicos respectivamente.

Este articulo tiene como propésito analizar la concepcién de Carnap
del espacio intuitivo. El abordaje sera a la luz de las consideraciones esbo-
zadas en esta introduccion, a saber, del complejo de ideas constituido por
los desarrollos en las matematicas del siglo XIX y de su recepcion filosé-
fica a finales del siglo XIX y comienzos del siglo XX, y el resultado sera
que, desde el punto de vista de Carnap, el espacio intuitivo, cuya estruc-
tura es conocida a través de un proceso de intuicién eidética en el senti-
do de Husserl, es un concepto a priori en el sentido de Cassirer, esto es,
un invariante de la experiencia.

La estructura de mi investigacion sera la siguiente: en primer lugar,
presentaré de una manera altamente esquematica los lineamientos gene-
rales de la teoria de grupos y su uso por parte de filésofos como Helmholtz

3 En las Investigaciones légicas y otros estudios sobre geometria, Husserl refiere
directamente a Grassman, Riemann, Lie y Helmholtz.

4 De acuerdo con Carnap, esta dificultad para ubicarse con precision dentro de
uno u otro campo de estudio, delataba sus tendencias, tanto por las ciencias como
por la filosofia, y por sus intenciones de trazar “puentes” entre ambas. Véase su
(1992).
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y Poincaré para la articulacién de la nocién de espacio.’? En segundo lugar,
expondré la teoria de los invariantes de Klein y consideraré la forma en
que la misma se encuentra en la base de las concepciones de Cassirer y
Husserl. Finalmente, consideraré la propia concepcién de Carnap de la
intuicién espacial como forma a priori de la experiencia, la cual se encuen-
tra fuertemente influida por ideas de aquellos filésofos.

2. El concepto de grupo y la teoria del espacio en el siglo XIX

Los conceptos de transformacién y grupo de transformaciones se
deben a dos prominentes matematicos ingleses, Arthur Cayley (1821-1895)
y James Sylvester (1814-1897.6

Antes de dar una definicién precisa de transformacion, es necesa-
rio explicar la idea de mapeo.

Definicion: Un mapeo de un conjunto A en un conjunto B es un
emparejamiento de elementos de A (rango) y un subconjunto de B (ima-
gen) de modo que cada elemento de A es emparejado con exactamente un
elemento del subconjunto de B, y cada elemento de tal subconjunto de B
es emparejado con al menos un elemento de A.

El caso especial de un mapeo de un conjunto A en un conjunto B
para el cual cada elemento de B es emparejado con al menos un elemen-
to de A se llama un mapeo del conjunto A sobre el conjunto B.

Definicion: f es un mapeo de un conjunto A en un conjunto B si
para todo elemento a de A existe un tinico elemento b de B que se empa-
reja con a; este emparejamiento se denota por f (a) = b. El conjunto A se
llama el dominio de f, y el conjunto B el codominio de f.

Definicion: Un mapeo f de A a B es uno a uno si cada elemento
en el rango de f es la imagen de exactamente un elemento de A. Esto es,
sif(a) =f(c), entonces a = c.

5 Quiero dejar claro que procedo separando la exposicién del concepto de transfor-
macién y grupo de transformaciones de la teoria de los invariantes de Klein por dos
razones: en primer lugar porque claramente son dos cosas diferentes, la segunda no
es mas que una aplicacién a la geometria de dichos conceptos. Como es bien sabido, el
concepto de transformacién y de grupo de transformaciones ha tenido variadas apli-
caciones en diferentes campos del conocimiento como la fisica, la quimica, la biologia,
etc. La segunda razén para separar la exposicién se debe a que Helmholtz y Poincaré
no utilizan los resultados del programa de Erlanger (el primero ni siquiera lo conocid)
para articular su concepcién del espacio.

6 Para detalles acerca de la historia de estos conceptos, asi como de los diferentes
desarrollos en los mismos, véase Kline (1972) cap. 49, Meserve (1955), y Smart (1994).
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Definicion de transformacion: una transformacién es un mapeo
de A sobre B tal que cada elemento de B es la imagen de exactamente un
elemento de A. Es decir, una transformacién es un mapeo que es uno a
uno 'y sobre.

Definicion de grupo de transformaciones: un grupo de trans-
formaciones de un conjunto A sobre si mismo es un conjunto S no vacio
junto con una operacién? tal que, siendo f, g y & transformaciones:

1.Si fy g estan en S, entonces el producto f.,g y g.f estan en S.
(Cerradura)

2.Sif, g, yhestan en S, luego (f.g). h =f. (g.h). (Asociatividad)

3. Hay un unico elemento en S que satisface I f=f1 = f para todo
fen S. (Identidad)

4. Dado fen S, existe un tinico elemento £~ que satisface f1f=f
f~1=1. (Inverso)

La propiedad de cerradura significa que el producto de cualesquie-
ra dos transformaciones en el conjunto es también una transformacion
en el conjunto.

La segunda de las propiedades es la de asociatividad. La notacién
de f.(gh) y (fg).h indica el producto de las mismas tres transformaciones
en el mismo orden. Por ejemplo:

Considérese las siguientes tres transformaciones que han sido defi-
nidas como sigue:

fix—>x+3

g:X—>x-2

h:x—2x

fgh): x> ([2x]-2)+3=2x+1
(fo)h:x—>2x+(-2+3)=2x+1

La tercera propiedad establece la existencia de una unica identi-
dad. Dado que el producto de una transformacién y la operacién de iden-
tidad tiene como resultado la transformacién original, el efecto de la
operacion de identidad es dejar a cada punto invariante (esto se conoce
también como la operacion de no hacer nada).

La cuarta propiedad establece la existencia de una unica trans-
formacién inversa para cada transformacién del conjunto. Dado que el

7 La operacién puede ser la multiplicacién o la adicién. Si este es el caso, entonces
el grupo es llamado “conmutativo” o “grupo Abeliano”. Aqui sélo consideraré el grupo
que resulta de establecer a la multiplicacién como operacion, el cual es el mds comun.
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producto de una transformacion y su inversa es la identidad, el efecto de
la inversa es deshacer la transformaciéon, retornando cada punto a la posi-
cién original.

Al igual que ya lo habia sido el nimero, el concepto de grupo se vio
como un principio fundamental de orden,® con la diferencia que lo que se
trae a una unidad no son elementos sino operaciones. La creacién de la
serie de los nameros naturales empez6 con haberse fijado un primer ele-
mento y con haberse dado una regla que permite generar siempre nuevos
elementos mediante su repetida aplicacién. Todos los elementos fueron uni-
dos en una totalidad unitaria en virtud de que cada conexién efectuada
entre elementos de la serie de los nimeros “define” un nuevo numero. Si
formamos la suma de dos niimeros a y b o bien su diferencia, su produc-
to, etc., los valores a + b, a — b, a . b no salen de la serie basica sino que
pertenecen a ella misma ocupando una posicién determinada en ella, o bien
pueden ser referidos indirectamente a los elementos de la serie basica de
acuerdo con reglas fijas. Asi pues, por mas que avancemos a través de nue-
vas sintesis, tenemos la seguridad de que el marco l6gico de nuestra inves-
tigacién no sera nunca completamente roto, por mas que se tenga que
ampliar. La idea del reino unitario de los nimeros significa justamente que
la combinacién de operaciones aritméticas, por numerosas que sean, con-
ducen siempre finalmente a elementos aritméticos. En la teoria de gru-
pos se eleva el mismo punto de vista a un grado de estricta y verdadera
universalidad, ya que en dicha teoria se ha eliminado, por asi decirlo, el
dualismo de “elementos” y “operacién”; la operacién misma se ha conver-
tido en elemento. Asi como Kepler llamé al namero el “objeto del espiri-
tu” que nos permite ver la realidad, podemos decir también validamente
de la teoria de grupos, la cual ha sido llamada el ejemplo mas brillante de
matematica puramente intelectual,® que ella ha hecho posible la interpre-
tacion de ciertas conexiones espaciales, fisicas y perceptivas.

Ahora bien, el primer intento para aplicar ciertas especulaciones
matematicas concernientes al concepto de grupo al problema de la intui-
cién espacial fue hecho por Helmholtz en su ensayo de 1868 “Sobre los
hechos que estan en la base de la geometria”. No obstante, Helmholtz no
fue capaz de ver el nuevo problema que habia planteado con completa pre-
cisiébn ni comprender su verdadera importancia. Porque cuando

8 No sélo los algebristas vinculados al desarrollo de este concepto, Cayley, Sylvester,
y Lie, sino como veremos a continuacién también Helmholtz, Poincaré, Klein y muchos
otros, utilizaron el concepto de grupo y sus propiedades como una verdadera teoria del
orden aplicada a diferentes universos de objetos.

9 La expresion pertenece a H. Weyl. Vid. su (1965).
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Helmholtz escribi6 su ensayo, el concepto de grupo todavia no habia sido
reconocido como el instrumento universal del pensamiento matemati-
co que fue mas tarde. No obstante, el trabajo de Helmholtz contiene
varias y profundas intuiciones acerca del papel que dicho concepto
podria desempenar en areas de investigacién tan diversas como las mate-
maticas y la teoria de la experiencia.

Desde el comienzo de sus investigaciones su atencién estuvo diri-
gida al problema de si y en qué medida la experiencia contribuye a con-
formar la nocién de espacio. Su posicion al respecto se inscribe dentro de
la tradicién kantiana en la medida en que sostuvo la tesis de que el espa-
cio es una forma a priori de intuicién, pero se aparté de Kant en tanto afir-
mé que esa forma de intuicion debe ser entendida como “vacia de
contenido, y dentro de la cual cualquier contenido arbitrario de la expe-
riencia se conformaria” (Helmholtz 1977: 2). Esto es, de acuerdo con
Helmholtz, la forma a priori designa meramente la posibilidad de coexis-
tencia general, y tan pronto intentamos especificar esta posibilidad —y sélo
a través de tales especificaciones puede aplicarse y ser fructifera para los
problemas de la fisica— nos encontramos enfrentados con un conjunto nue-
vo de problemas. Debemos ahora introducir una determinacién métrica,
la cual a diferencia de la forma general del espacio no puede ser sumi-
nistrada a priori sino en diferentes formas. Toda medida concreta depen-
de de la aceptacion de ciertos axiomas de congruencia entre diferentes
partes del espacio. El examen de esos axiomas muestra que implican cier-
tas presuposiciones por las cuales las figuras pueden ser desplazadas sin
transformaciones. Asi, Helmholtz enfrenta el problema de encontrar la
forma mas general de una variedad multidimensional en la cual los cuer-
pos rigidos o sistemas de puntos pueden ser desplazados sin cambiar sus
formas. Por lo tanto, los axiomas que se encuentran en la base de toda
geometria pueden ser interpretados como enunciados concernientes a
determinados grupos de movimientos, y la validez objetiva de dichos axio-
mas no depende sé6lo de la forma a priori del espacio, sino de los experi-
mentos desarrollados con los cuerpos rigidos. Parece que en un espacio
tridimensional de curvatura constante los desplazamientos posibles
dependen de seis parametros. Los movimientos en el espacio tridimen-
sional son oo®, y forman un grupo, digamos G,. Se sabe que este grupo
posee un invariante, pero la forma de este invariante en términos de las
coordenadas X, Xy, X5, ¥;, ¥y, Y5 de los puntos, no se sabe a priori. Este
invariante, la distancia entre dos puntos infinitesimalmente cercanos,0

10 Egta es la formula de la distancia de Riemann ds =V (dx)z, la cual éste obtuvo por
medios estrictamente analiticos. Como es sabido, a pesar de las coincidencias entre ambos
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se obtiene a través del estudio del grupo de movimientos desarrollados
por los cuerpos rigidos en el espacio.!!

Es desde el punto de vista de esta concepciéon fundamental que
Henri Poincaré enfrent6 el problema del espacio y de la percepcion espa-
cial. Pero de acuerdo con Poincaré, la relacién entre concepcién y per-
cepcién es diferente de lo que lo era en la doctrina de Helmholtz. En
efecto, en opinién de Poincaré la experiencia no es suficiente para elu-
cidar en su totalidad el concepto de grupo. Para explicitar su verdade-
ra naturaleza debemos pensarlo como una ley originaria de la mente
humana y no como parte de la naturaleza de las cosas externas. Ya en
un trabajo de 1898, Poincaré no duda en reconocer el concepto de gru-
po como un concepto a priori fundamental. Alli dice que dicho concep-
to “...existe en nuestra mente con anterioridad a toda experiencia”
(Poincaré 2002: 30), y que “no es impuesto a nosotros por la naturale-
za, sino por nosotros a la naturaleza” (Ibid.: 12). Pero la importancia
que Poincaré le concede a dicho concepto en la constitucién del espa-
cio sensible es notable. En su opinién, la nocién de espacio sensible sur-
ge del reconocimiento de que nuestras sensaciones varian y de las leyes
que rigen tal variaciéon. Ain maés, dicha nocién depende de nuestra
capacidad para distinguir los dos tipos de cambios que pueden sufrir
nuestras impresiones, y decimos que éstas cambian debido tanto a que
los objetos que las causan han sufrido un cambio de estado como a que
esos mismos objetos han sufrido un desplazamiento. De este modo, la
nocion clave, al igual que para Helmholtz, es la nocién de grupo de des-
plazamientos.

Ahora bien, las leyes que rigen esos desplazamientos no surgen,
para Poincaré, como un hecho bruto desde la experiencia, sino que son
una operacién activa del espiritu que intenta introducir esos resultados
brutos de la experiencia en “una forma preexistente, en una categoria”
(Ibid.: 10), cuya operacién consiste en identificar dos cambios como pose-
edores de una caracteristica comin, aunque no posean tal caracteristi-
ca mas que desde un punto de vista aproximado.

De acuerdo con Poincaré, lo que el sujeto experimenta inmedia-
tamente es un flujo casi ininterrumpido de impresiones sensoriales.

pensadores, Helmholtz parte de una base radicalmente diferente, a saber, de ciertos
hechos que estdn en la base de la geometria y no de hipdtesis. Para una comparacion entre
las concepciones de Riemann y Helmholtz véase Richards (1977) y Torretti (1978).

11 Como mencioné antes, la utilizacién de Helmholtz del concepto de grupo es incipien-
te. Su concepcion fue mejorada, ya con las herramientas propias de la teoria de grupos,
por S. Lie, D. Hilbert y H. Weyl. Este tltimo dio axiomas teorético-grupales para varie-
dades mas generales que la euclideana o riemanniana. Véase especialmente su (1922).
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Surge entonces la pregunta acerca de qué hace posible la diferenciacién
que establecemos entre los movimientos espaciales de un objeto y sus
alteraciones cualitativas. Las claves meramente psicolégicas son las mis-
mas en ambos casos. S6lo mediante la alteraciéon de las imagenes per-
ceptuales somos informados de un cambio, tanto si éste consiste en que
el objeto es movido en relacién a nuestros 6rganos corporales, como si
se trata de una modificacién del objeto mismo. Debemos encontrar otro
criterio que nos permita discriminar entre los dos casos. De hecho, en
el primer caso, cuando el objeto ha sido meramente desplazado, somos
capaces de reestablecer la percepcion original realizando una serie de
movimientos en orden a colocar al objeto de nuevo en la posicién origi-
nal relativa a nuestro cuerpo. Lo que caracteriza el desplazamiento y
lo distingue de las modificaciones cualitativas es, desde el punto de vis-
ta psicolégico, la posibilidad de correccién y compensacién. Aqui, como
es notorio, se encuentra la aplicacién de la propiedad 4 de nuestra defi-
nicién de grupo de transformacion, a saber, la inversa de un grupo de
desplazamientos, donde se deshace la transformacién y se retorna a la
situacién original.l2

De esta manera, como ya menciondbamos en la introduccién, en el
siglo XIX se intent6 responder al desafio de las geometrias no-euclidea-
nas desde un punto de vista que, aunque permanece dentro de la tradi-
cién kantiana, la modifica radicalmente a la luz de ciertos conceptos
matematicos fundamentales. La teoria de grupos proporciona el instru-
mental conceptual adecuado que permite sostener la validez a priori del
concepto de espacio conjuntamente con una apelacién a la importancia
de la experiencia y de la convencién en la determinacién de las especifi-
caciones axiomaticas particulares. Si podemos determinar el grupo de
movimientos que contiene como determinaciones particulares suyas a los
diferentes subgrupos que conforman lo que llamamos las diferentes geo-
metrias, entonces habremos determinado un tipo de entidad mas vasta
al que propiamente podemos llamar “espacio”. De acuerdo con los auto-
res mencionados, es a este concepto al que propiamente podemos asignar
el estatus de a priori, el cual acompana toda aprehensién intuitiva de las
formas individuales dotandolas de verdadera universalidad y de alli de
un caracter geométrico genuino.

12 Superaria en mucho los limites de este trabajo enumerar todas las propiedades
del espacio sensible que Poincaré deriva de la idea basica del movimiento de los cuer-
pos rigidos y sus desplazamientos a través del espacio. Para un tratamiento detalla-
do de este tema remito al capitulo 3 de mi disertacion doctoral (inédita).
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3. La teoria de los invariantes geométricos
y las filosofias de Cassirer y Husserl

Cuando es aplicado a la geometria, un grupo se forma por todas las
transformaciones geométricas que resultan cuando permitimos que los
elementos se muevan en el espacio tridimensional ordinario.

En este concepto de grupo se obtiene un principio general de cla-
sificaciéon mediante el cual los diferentes tipos de geometrias pueden
ser unificados bajo un punto de vista simple. Si planteamos la pregun-
ta acerca de qué debemos considerar como una geometria, la respues-
ta es: aquellas propiedades que permanecen invariantes a través de
ciertas transformaciones espaciales. Es decir, aquellas estructuras que
persisten cuando variamos la posicién absoluta de esta estructura en
el espacio, cuando aumentamos o disminuimos proporcionalmente la
magnitud absoluta de sus partes, o cuando finalmente revertimos la
ordenacién de las partes individuales, como cuando sustituimos la figu-
ra original por otra que se relaciona con ella como con su imagen en
un espejo.

Felix Klein convirtié a esta idea en el centro del llamado Erlanger
Programm, que podemos apreciar en el siguiente pasaje: “Dado cualquier
grupo de transformaciones en el espacio que incluye el grupo principal
como un subgrupo, la teoria invariante de este grupo proporciona un tipo
definido de geometria, y toda posible geometria puede ser obtenida en esta
forma” (Klein 1939: 133). El sentido de este pasaje puede ser explicado
de la siguiente manera: las diferencias entre las geometrias son de hecho
las diferencias entre las relaciones que ellas exploran. Las relaciones o
propiedades que una geometria explora son aquéllas que son invarian-
tes bajo un conjunto o grupo de transformaciones; las propiedades inva-
riantes y las transformaciones permitidas se determinan mutuamente una
a otra, de modo que la geometria puede ser caracterizada por las propie-
dades invariantes o el grupo de transformaciones.

Los grupos de transformaciones a los cuales se someten las figu-
ras geométricas varian en su grado de radicalidad, y en la medida en que
esta radicalidad es mayor, las propiedades invariantes son también mas
generales. Esto posibilita clasificar las geometrias en relacién con este gra-
do de generalidad producido por el grado de radicalidad en las transfor-
maciones, cada una conteniendo a la anterior. En la cima de la clasificacién
encontramos a la topologia, a ésta le sigue la geometria proyectiva, y a
ésta la geometria euclideana.

La geometria euclideana es el estudio de las propiedades invarian-
tes bajo el grupo de los asi llamados movimientos rigidos, a saber, tras-
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laciéon, rotacién y reflexion. La propiedad esencial preservada por este gru-
po de movimientos es la distancia, es decir, la caracteristica de la isome-
tria. Una transformacién f es una isometria de A sobre B si preserva las
distancias. Para cualesquiera dos puntos P, P, de A, la distancia desde
P, a P, esigual a la distancia desde /' (P,) a f (P,). Asi, las relaciones que
estudia la geometria euclideana son relaciones métricas.

La geometria proyectiva es el estudio de las propiedades de con-
juntos de puntos que son invariantes bajo el grupo de transformaciones
proyectivas. Estas transformaciones, que posibilitan las asi llamadas figu-
ras de perspectiva, constituyen un mapeo uno a uno sobre puntos, es decir,
existe una correspondencia uno a uno de elementos correspondientes y
una relacién de incidencia compartida por dichos elementos. Las carac-
teristicas proyectivas mas simples son las siguientes: (a) un punto (una
linea) es transformada bajo proyeccién en un punto (una linea); (b) la inci-
dencia de un punto y una linea recta es invariante bajo transformacio-
nes proyectivas, i.e., si A es un punto que esta sobre una linea g, después
de la proyeccion el punto A’ también estara sobre la linea g’; (¢) la coline-
alidad es invariante bajo transformaciones proyectivas, i.e., si tres o méas
puntos estan sobre una linea, entonces sus imédgenes también estdan sobre
sus lineas; (d) la congruencia de las lineas es invariante bajo transforma-
ciones proyectivas; i.e., si tres o mas lineas intersectan un plano, enton-
ces sus imagenes también se intersectan.

Por ultimo, la topologia es el estudio de las propiedades de un con-
junto de puntos invariantes bajo el grupo de transformaciones bicontinuas
del espacio sobre si mismo. Una transformacion f es bicontinua o se lla-
ma un homeomorfismo siy sélo sify f~1 son ambas continuas. Una trans-
formacién de puntos en la regién plana S, sobre puntos en la regién plana
S, es continua si para todo punto de S, y cada niimero positivo € hay un
nimero positivo d tal que la imagen de cualquier punto de S; que estd en
la vecindad de un punto A con radio d estd en la vecindad de la imagen
de A con radio . La propiedad invariante fundamental que arroja el con-
junto de transformaciones topolégicas es la de conectividad de un conjun-
to de puntos. Un conjunto esta conectado si y sélo si cualesquiera dos
puntos del conjunto pueden ser unidos por alguna curva que estd com-
pletamente en el conjunto. Algunos ejemplos comunes de conjuntos conec-
tados son: dos circulos que se intersectan, un cuadrado, una linea y una
piramide. Ejemplos de conjuntos que no estan conectados son: una hipér-
bola, dos lineas paralelas, y dos circulos que no se intersectan.

Consideremos un ejemplo simple que involucra puntos y lineas en
la geometria euclideana. Obsérvese los puntos sobre una linea numéri-
ca en la siguiente figura:
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i —t——t—
-4-3-2-1012 3 4

Podemos expresar las transformaciones de los puntos Px sobre esta
linea en términos de sus coordenadas ya que existe un isomorfismo entre
los puntos y sus coordenadas. Ahora imaginese la siguiente transforma-
cién: muévase cada punto 4 unidades a la derecha. Bajo esta variacién
(técnicamente conocida como traslacién) todos los puntos son cambiados.
-2 se vuelve 2, —1 se vuelve 3, 0 se vuelve 4, 1 se vuelve 5, 2 se vuelve 6,
ete. ;Qué es lo que todos estos cambios tienen en comin? Podriamos escri-
bir una pequefia ecuaciéon para expresarlo: la coordenada x’ del punto
correspondiente al punto Px se relaciona a la coordenada x mediante la
ecuacion x'= x+4. Bajo esta transformacién no hay puntos invariantes. Si
queremos podriamos generalizar desde esta base: cada ecuacion de la for-
ma x’= X+a representa una traslacién de los puntos Px a los puntos Px’=
Px+a. Pero ahora podemos preguntar, ;hay algo que permanezca invarian-
te bajo esta transformacién? La respuesta es si. La distancia permane-
ce invariante, pues x1-x2 = x’1-x’2 dado que vemos que esta dltima
ecuacion se sostiene aunque todos los puntos cambien de acuerdo a la f6r-
mula x’= x+a.

Veamos ahora la repercusion de estas ideas matematicas en las con-
cepciones filoséficas de Cassirer y Husserl.

En opinién de Cassirer, no hay duda alguna de que el método induc-
tivo es el método par excellence de la ciencia y cognicién empiricas. En los
fil6sofos que presentamos en la seccién anterior, la induccién era esen-
cialmente un procedimiento empirico mediante el cual el sujeto consti-
tuye ciertas nociones que le seran de utilidad epistémica en su
aprehensién del mundo, por ejemplo, la nocién de espacio. Asimismo, tan-
to en Helmholtz como en Poincaré, este procedimiento no puede enten-
derse a la manera empirista clasica, esto es, bajo la idea de una simple
y desnuda recoleccion de semejanzas entre los fenémenos, sino antes bien,
como un proceso que se encuentra regulado en toda su extensién por una
funcién intelectual que asigna a cada momento de este proceso un esta-
tus mas que meramente empirico.

En Cassirer, esta idea es llevada a su maxima expresién, dado que
en su opinién: “Un anadlisis méas profundo revela aqui también cuén lejos
la clasificacién de particulares aparentemente receptiva estd dominada
por presuposiciones ideales” (Cassirer 1923a: 250). Veamos a qué condu-
ce este analisis.

Segun Cassirer, el primer hecho que debe reconocerse en todo jui-
cio empirico, algo que los empiristas han pasado por alto, es el elemen-
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to de “eternidad” que encierra. Ningun juicio de la ciencia natural se limi-
ta a establecer qué impresiones sensoriales se encuentran en la concien-
cia de un observador individual, en un punto definido del tiempo. Asi como
el matematico trata las relaciones geométricas o aritméticas puras hacien-
do caso omiso de las particularidades de sus propias representaciones, asi
el cientifico empirico que presenta los resultados de una investigacién
experimental, siempre va mas alla de un simple reporte de sus experien-
cias perceptuales particulares. Lo que presenta no es la corriente de impre-
siones sensoriales relacionadas con el acontecimiento en cuestion, sino las
propiedades constantes de las cosas y sucesos. Esto no significa un aban-
dono de las particularidades perceptuales relacionadas, sino una verda-
dera “transformacion” de ese contenido, en la medida en que se impone
sobre esos datos una nueva forma de realidad. Esta nueva forma de rea-
lidad no se erige sobre la base de la mera combinacién de representacio-
nes, sino que presupone una actividad independiente y constructiva. Esta
supone en principio una nueva suerte de validez temporal, algo que la
experiencia sensorial como tal no puede establecer. Lo que un individuo
afirma acerca de un hecho, independientemente de las particularidades
con €l relacionadas, supone cierta persistencia en el tiempo en la medi-
da en que las condiciones epistémicas permanecen invariables. Si esto no
fuera posible, esto es, si no nos fuera posible ascender desde ciertas con-
diciones ambiguas y cambiantes al establecimiento de un hecho propia-
mente dicho, es decir, al establecimiento de relaciones permanentes, no
podriamos hablar propiamente de conocimiento, sino a lo sumo de una
conjuncién de propiedades subjetivamente ordenadas.

La meta real de la induccién no es entonces el hecho temporal ais-
lado como tal, sino la subordinacién de este hecho al proceso total de la natu-
raleza. De este modo, el secreto de la induccién se encuentra contenido en
el establecimiento del caso individual, pues ya aqui se exhibe la naturale-
za misma del proceso, a saber, aquél mediante el cual “trazamos un con-
tenido empirico més alla de sus limites temporales dados y lo retenemos
en su caracter determinado para todos los puntos de la serie temporal” (Ibid.:
247). En efecto, de acuerdo con Cassirer, el establecimiento de un hecho indi-
vidual ensefia ya ciertos rasgos estructurales en virtud de los que se halla
constituido, esto es, exhibe las leyes permanentes que constituyen el &mbi-
to global de nuestra experiencia. De este modo, todo juicio individual es un
simbolo del proceso total y de sus reglas universales.

De acuerdo con Cassirer, los dos momentos fundamentales de la
induccién, los cuales se encuentran conectados mediante una tinica fun-
cion del pensamiento, son: la aprehension de hechos particulares, y la
conexién de esos hechos mediante leyes. En ambos casos, el problema es
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extraer del flujo de la experiencia elementos que pueden ser usados como
constantes de construccién tedrica.!® Como ha sido expresado con ante-
rioridad, en todo establecimiento de un hecho a través de un juicio se espe-
cifica una conexién necesaria e inmutable. A estas conexiones necesarias
e inmutables las llamamos “leyes de la naturaleza”. En estas “leyes de
la naturaleza” descubrimos lo que puede ser llamado constantes de orden
superior, esto es, aquellas relaciones que determinan que un hecho indi-
vidual tenga determinada estructura. Sin embargo, apunta Cassirer, estas
constantes de orden superior se resuelven, en cada periodo de tiempo, en
variables. Son validas con relacion a cierta esfera de experiencia, y en la
medida en que esta esfera se extiende, estan sujetas al devenir. De alli
que la ciencia presenta en cada periodo la apariencia de haber obtenido
la forma completa de la experiencia; pero esto no es mas que eso, una apa-
riencia, pues el crecimiento de la investigacién empirica, y el estar abier-
to a ese crecimiento, hace abandonar toda presuncién de haber llegado
a la completitud de la forma. Sin embargo, este modo de ver las cosas
no debe llevarnos a un escepticismo radical que nos conduzca a pensar
el desarrollo del conocimiento como la historia de las im4genes del mun-
do alternativas que se suplantan unas por otras.

Desde su punto de vista, el desarrollo del conocimiento exhibe la
misma estructura funcional que exhibe la cognicién individual. De acuer-
do con su teoria del concepto, la cual se opone radicalmente a la teoria
clasica abstraccionista de cuno aristotélico, un concepto es una relaciéon
funcional entre particulares.

En opinién de Cassirer, la teoria abstraccionista de la formacién
de conceptos tiene en su base una idea simple, a saber, la predominan-
cia gradual de las semejanzas de las cosas sobre sus diferencias. Esta pre-
dominancia se explica por la idea de que las semejanzas solas, en virtud
de sus variadas apariciones, se imprimen sobre la mente, mientras que
las diferencias individuales, que cambian de caso a caso, fallan en obte-
ner fijacién y permanencia. No obstante, para que esta relacién sea posi-
ble, la concepcién abstraccionista ha postulado la necesidad de una funcién
del pensamiento que relaciona el contenido presente a uno pasado y los
reconoce a ambos como idénticos. Sin embargo, Cassirer afirma con razén
que esta funcién de recoleccion de semejanzas no es suficiente para la con-
formacién de un concepto. Dado que la sintesis que conecta las dos con-
diciones temporalmente separadas no posee un correlato sensible

13 Esto tiene sentido si, como Cassirer piensa, la induccién es un proceso en el que
lo particular y lo general se encuentran siempre presentes. A continuacién se vera este
punto en relacién a la teoria del concepto.
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inmediato en dichos contenidos, se sigue que el mismo material sensorial
puede ser aprehendido bajo formas conceptuales muy diferentes. Esto es,
aquello que une los elementos de una serie a, b, ¢,... no es en si mismo un
nuevo elemento que esta factualmente mezclado con ellos, sino que es una
regla de progresién que permanece idéntica a través de los cambios en
contenido. Por ello, 1a psicologia de la abstraccién necesita postular ade-
mas que las percepciones puedan ser ordenadas en “series de semejan-
tes”, donde se supone una relacién intrinseca entre cada miembro de la
serie. Sin esa relacién, nunca podria concebirse la idea de una conexién
genérica y por ende la idea misma de objeto abstracto. Esta transicién de
miembro a miembro presupone manifiestamente un principio de acuer-
do con el cual dicha transicién toma lugar, y por el cual se determina la
forma de la dependencia entre cada miembro y el siguiente. De esta for-
ma, parece que toda construcciéon de conceptos supone una forma defini-
da de construccién de series.1*

De igual manera, ordenar o aprehender un multiple sensorial sig-
nifica presentar sus miembros en una concatenacién definida de acuer-
do con una relacion generadora fundamental. A la identidad de esta
relacion generadora a través de los cambios en contenido la llamamos pro-
piamente un concepto.

En este mismo sentido, las diferentes formas funcionales que se
especifican dentro de los sistemas tedricos particulares, constituyen, cada
una de ellas, eslabones dentro de una cadena serial definida por ciertos
elementos estructurales superiores. Todas las formas particulares en que
damos contenido al concepto de espacio, por ejemplo, se encuentran domi-
nadas por una nocién comun, que permanece invariante a través de dicha
variedad.

Cassirer llama a estos principios permanentes los “invariantes de
la experiencia”, e incluye entre ellos las categorias de espacio y tiempo,
de magnitud y dependencia funcional de magnitudes.

En este sentido, la teoria de la experiencia, segin Cassirer, tendria
la tarea de aislar esos principios fundamentales que permanecen a tra-
vés de los cambios en las determinaciones teéricas particulares. Y en su
opinién este procedimiento, el de la filosofia trascendental, “puede ser
directamente comparado con el de la geometria. Justo como el geémetra
selecciona para investigacion esas relaciones de una figura definida que
permanecen inmutables bajo ciertas transformaciones, asi aqui se hace

14 Para una explicacién detallada de los conceptos de “serie” y “orden” afines al uso
que Cassirer hace, véanse los capitulos XXIV y XXV de The Principles of Mathematics
de Bertrand Russell.
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el intento de descubrir esos elementos universales de forma, que persis-
ten a través de todo cambio en el contenido material particular de la expe-
riencia” (Ibid.: 269).

Tal vez pareciera que Cassirer simplemente obtiene cierta inspi-
racién en la teoria de los invariantes para desarrollar su teoria del con-
cepto y del elemento a priori del conocimiento. Sin embargo, su postura
es mucho mas radical. Desde su punto de vista, la cognicién puede carac-
terizarse desde un punto de vista general como una actividad de biisque-
da y constitucion de invariantes. Y esta funcién constructivo-idealizatoria
se muestra, de acuerdo con Cassirer, no s6lo en las matematicas, sino tam-
bién en la ciencia empirica y atin en la percepcién.1?

Consideremos ahora el caso de Husserl. Segun este autor, a toda
ciencia le corresponde un dominio de objetos como campo de sus inves-
tigaciones, y a los conocimientos de esos objetos, esto es, a los juicios que
se forman sobre ellos les corresponden, como fuente de su validez, cier-
tas intuiciones en las que esos objetos se dan de manera inmediata. En
todas las ciencias empiricas, el modo mediante el cual los objetos se dan
es la percepcion. Y en la percepcion los objetos aparecen individualiza-
dos desde el punto de vista espacio-temporal. En este “darse” espacio-tem-
poral se manifiesta, para Husserl, la contingencia del ser individual, es
decir, el hecho de que los objetos aparecen en determinadas relaciones y
sin embargo podrian hacerlo en otras. Por ejemplo, un objeto que se da
en determinado punto del tiempo podria muy bien darse en cualquier otro.
Si bien podemos afirmar la validez de ciertas leyes naturales, estas no
expresan mas que ciertas regularidades facticas que podrian ser entera-
mente de otra forma. Sin embargo, afirma Husserl, detrds de esta con-
tingencia de los hechos naturales existe un tipo de necesidad esencial que
remite a una universalidad esencial. Esta necesidad no tiene que ver con
las relaciones meramente empiricas en las que los objetos aparecen, sino
con el conjunto de propiedades esenciales que definen a cada existente y
que permanecen invariantes a través de los diferentes modos de apare-
cer los objetos. Dice Husserl:

Un objeto individual no es meramente individual; un “eso que
esta alli”, un objeto que sé6lo se da una vez, tiene, en cuanto constitui-

15 El proyecto de su (1910), citado como (1923a) fue mostrar que esta misma fun-
ci6n subyace a la produccion del conocimiento matematico y empirico. Con posteriori-
dad extendié6 dicho proyecto a la totalidad de la produccién simbélica humana, lo que
incluye el arte, la religién, el mito, y la percepcién misma. Véase especialmente su
(1923b) y su (1944).
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do en “si mismo” de tal o cual manera, su indole peculiar, su dosis de
predicables esenciales que necesitan convenirle (en cuanto “es tal como
es en si mismo”) para que puedan convenirle otras determinaciones
secundarias y relativas (Husserl 1949: 19. El énfasis es de Husserl).

Es decir, que cada individuo posee un sustrato de propiedades esen-
ciales comin a muchos otros individuos y en virtud de las cuales perte-
nece a una determinada “region” o “categoria” de objetos. Por ejemplo, toda
cosa material individual tiene su propia forma esencial que consiste en
la “cosa material en general”, con una determinacién temporal, una figu-
ra y una materialidad en general.

De acuerdo con Husserl, al igual que los individuos y sus relacio-
nes pueden ser aprehendidos en la intuicién empirica, esto es, en la per-
cepcién, podemos también, partiendo de esa misma intuicién empirica,
aprehender los rasgos esenciales que dominan los hechos mediante un tipo
de intuicion de esencias (Wessenerschauung). En Ideas Husserl es cierta-
mente criptico a la hora de caracterizar el proceso de intuicién eidética
o ideacién, utilizando principalmente analogias con la intuicién empiri-
ca. Sin embargo, desde trabajos posteriores podemos hacernos una idea
mas cabal de lo que tenia en mente.

En Psicologia fenomenolégica y Experiencia y juicio, el proceso de
ideacién es descrito como compuesto de los siguientes momentos: (1)
comenzamos con un ejemplo o “modelo”; (2) se recorren activamente una
multiplicidad de variaciones del ejemplo; (3) se encuentra que ocurre un
traslape como una “unidad sintética” a través de las variaciones;y (4) se
identifica activamente esta unidad sintética como un invariante a través
de las variaciones. Es en este estadio del proceso en el que hay una con-
ciencia de una esencia, siendo ésta aquello que todas las variaciones tie-
nen en comun, es decir, aquello que permanece invariante a través de las
variaciones.

Para tomar el ejemplo propuesto al comienzo de esta seccién, tene-
mos la variacién especifica x’= x+4 bajo la cual no hay puntos invarian-
tes. Es también inmediatamente evidente que no habra puntos
invariantes bajo la variacién x’ = x+a para cualquier eleccién de a (dife-
rente de 0). Husserl dice que intuir un universal o esencia aqui, que es
una clase de conciencia de més alto nivel, debe relacionarse a una mul-
tiplicidad de variaciones. Si hay conciencia de una esencia debe darse una
coincidencia entre las variaciones, la cual surge del acto de recorrer dichas
variaciones en tanto tales. x1-x2 = xX’1-x’2 (la distancia) surge como inva-
riante para nosotros una vez que vemos, en el caso donde x’ = x+4 que hay
una coincidencia entre las variaciones 4-2 y 8-6, 2-1 y 6-5, etc. Hay algo
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que esos diferentes pares de expresiones tienen en comin aunque seamos
conscientes de ellas en diferentes momentos. Contra este trasfondo de
variaciones x1-x2 = x’1-x’2 emerge como una unidad sintética. Lo que tene-
mos aqui, en palabras de Husserl, es una “sintesis de identidad”. La iden-
tidad es sintética en el sentido en que surge o puede producirse desde
actividades mentales que estan teniendo lugar en momentos diferentes.
Debido a que esas actividades mentales tienen duracién temporal y ocu-
rren en diferentes momentos, debe haber alguna funcién cognitiva sin-
tetizadora que estd teniendo lugar a través de ellas. Husserl agrega que
debe haber una identificacién activa de esta unidad sintética como un
invariante a través de las variaciones.

Husserl dice en varios lugares que la intuicién de esencias basa-
da en el método que acabamos de exponer no encierra misterio alguno.
En efecto, si el lector entiende los ejemplos presentados anteriormente
entonces ha tenido dicha clase de experiencia. Si puede captar que la dis-
tancia es invariante en nuestro primer ejemplo entonces ha aprehendi-
do una esencia. Los invariantes de los que hemos hablado son esencias
en el sentido en que una esencia es un rasgo o propiedad que es la mis-
ma a través de una multiplicidad de variaciones. Es algo que una mul-
tiplicidad de particulares tiene en comun y es en este sentido
universal.l® Si esto es lo que entendemos por “esencia” o “universal”,
entonces, como vimos en nuestra seccién anterior, en la geometria y topo-
logia modernas tenemos un dominio de cognicién en el cual ya existe un
inventario altamente desarrollado de esencias y sus relaciones. Y qui-
zas sea esto lo que llevé a Husserl a decir que la intuiciéon de esencias
sea una experiencia rutinaria.

4. El espacio intuitivo en Der Raum de Rudolf Carnap

Como se ha mencionado con anterioridad, en su diagnéstico sobre
las causas de los malentendidos que dominaban las discusiones sobre el
espacio a finales del siglo XIX y comienzos del siglo XX, Carnap distin-
gue tres tipos de espacio: el espacio formal, el espacio intuitivo, y el espa-
cio fisico.

Desde el comienzo mismo de sus reflexiones, Carnap reconoce el
esfuerzo de los matematicos por darle a la geometria un estatus pura-
mente deductivo, esto es, sostener la verdad y evidencia de sus teore-
mas sobre la base de una relacién légica estricta con los axiomas no

16 En nuestro ejemplo la multiplicidad se refiere a los diferentes pares de expresio-
nes, los cuales guardan entre si una relacién idéntica.
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apoyada en la intuicién.!” De acuerdo a cémo se dio el desarrollo de la
geometria, el antiguo método de proporcionar definiciones explicitas de
los términos primitivos que forman parte de un sistema geométrico, fue
suplantado por una concepcién de la definicién que hace énfasis espe-
cial en las “relaciones” que esos términos tienen con otros.!® De acuer-
do a esta manera de ver las cosas, a lo que debemos atender en esa
relacién no es a los términos que la componen sino a la relacién misma,
que es en dltima instancia la que provee de significado a los posibles tér-
minos que caen bajo ella. Esta pura estructura relacional es lo que per-
manece a través de los cambios en las interpretaciones intuitivas de sus
términos, y por lo tanto, la geometria, como aquella teoria que se eri-
ge sobre la base de estas estructuras relacionales puede ser llamada con
propiedad una “teoria pura de relaciones” o “teoria de orden”, dado que
es una ciencia de elementos y relaciones indeterminadas. Los elemen-
tos y relaciones definidos por los axiomas son de tan amplia generali-
dad, que no estan restringidos a los tipos de cosas que tradicionalmente
entendemos por objetos geométricos, esto es, puntos, lineas o planos. Los
axiomas de la geometria tal como Hilbert los expone, pueden ser satis-
fechos por 6rdenes de objetos completamente diferentes, por ejemplo,
colores, sonidos, etc.

Si esto es asi, entonces /qué nos hace todavia llamar a esta estruc-
tura un espacio formal? La respuesta de Carnap es que ésta exhibe el dise-
fio formal de la estructura espacial, y lo que es més importante, “puede,
de nuevo, ser transformada en tal insertando formas espaciales en los tér-
minos relacionales indeterminados” (Carnap 1922: 3). Lo cual es posibi-
litado a través del espacio intuitivo.

De acuerdo con Carnap, el espacio intuitivo es “una estructura de
orden cuyo tipo formal podemos ciertamente delimitar conceptualmen-
te pero, como todo lo intuible, no su naturaleza particular” (Ibid.: 14). Es

17 Tal vez resulte extrafio, prima facie, que Carnap se congratule con estos recha-
zos de la intuicion que caracterizaron los desarrollos de la geometria, al tiempo que se
interese en el espacio intuitivo. Como quedara de manifiesto en lo que sigue, cuando
Carnap habla de “espacio intuitivo” no se refiere a los aspectos psicolégicos de la per-
cepcion espacial, sino a su estructura formal. Esta interpretacion de la idea de intui-
cién, que rechaza su relacién con cuestiones psicolégicas, no era nueva en la literatura.
Ya la escuela de Marburgo, principalmente en la figura de Cohen, habia procedido en
esta direccion, y Frege mismo habia hecho lo propio en sus observaciones sobre los fun-
damentos de la geometria.

18 A finales del siglo XIX hubo una violenta discusién en torno a este tépico entre
los amigos de la definicién explicita, Frege y Russell, y los partidarios de la definicién
implicita, Poincaré y Hilbert. Para un analisis pormenorizado de esta discusién, véa-
se Coffa, J. A., (1986).
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decir, Carnap estd interesado en delimitar el contenido axiomaético de
nuestra experiencia intuitiva del espacio, esto es, su fundamento légico,
no psicolégico. En su opinién, estos axiomas no pueden justificarse ape-
lando a la experiencia, ni en particular, al qguantum de experiencia, pues
en general no justificamos algo apelando a la repeticién factual. Asimismo,
dado que “como Husserl ha mostrado, no estamos tratando con hechos en
el sentido de la realidad experiencial, sino antes bien con la esencia (Eidos)
de ciertos datos” (Ibid.: 14), el fundamento debe ser buscado en otro lado
que en la experiencia.

La intuicién empirica se centra en el hecho mismo, esto es, en las
particularidades de un estado de cosas. La intuicién de esencias, en cam-
bio, se centra en la esencia de un hecho, en lo permanente a través de
las variaciones. Para usar el propio ejemplo de Carnap, puedo imaginar
o aun aprehender a través de una percepcién simple, que varias curvas
pasan a través de dos puntos, que en cada una de tales lineas hay toda-
via mds puntos, que un segmento de linea simple, pero no una superfi-
cie, puede ser dividido en dos partes por cualquier punto que se encuentra
en él, etc. Fijese que en estos casos, nuestra mirada no se enfoca en estos
segmentos de linea aqui y ahora, sino en una relacién universal que com-
parten todos los segmentos de linea. Como veiamos en la seccién ante-
rior, al acto de aprehensién de la esencia o el universal, debe
antecederle un recorrido a través de una variedad de representaciones
particulares. Es interesante, en este contexto, observar que en la nota
que acompana el pasaje que estamos comentando, Carnap refiere a la
seccion sobre los Axiomas de la intuicién de la Critica de la razén pura
de Kant. En esta seccién, la cual es parte del sistema de los principios
del entendimiento puro, esto es, de aquellos juicios que el entendimien-
to realiza de una manera completamente a priori, Kant trata en parti-
cular de aquellos juicios que el entendimiento realiza en relacién a una
experiencia posible en funcién de las categorias de cantidad. Ese prin-
cipio es que “todas las intuiciones son magnitudes extensivas” (B202).19
De acuerdo con Kant, la aprehension de un fenémeno, el reconocimien-
to de un objeto en cuanto tal, s6lo es posible en la medida en que lleva-
mos a cabo una sintesis de lo diverso, de una variedad. Esa sintesis del
multiple sensorial se lleva a cabo, de acuerdo con Kant, en el espacio y
en el tiempo, por lo que todo objeto en cuanto resultado de una sintesis
en un tiempo y lugar determinados, es una magnitud. Para usar el pro-
pio ejemplo de Kant, una linea es el resultado de una sintesis de pun-

19 No hay mayor diferencia entre la formulacién del principio en la primera y la
segunda edicién.
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tos, esta sintesis se lleva a cabo en cierto lapso de tiempo, es decir, ocu-
pa, o mejor dicho, “genera” un cierto lapso de tiempo, una cierta mag-
nitud temporal.

Ahora bien, de acuerdo con Kant, “las matematicas de la extensién”
(A163-B204), esto es, la geometria, produce sus objetos de acuerdo con esta
funcién sintética, la cual opera regida por axiomas. “Son estos los que
expresan las condiciones de la intuicién sensible a priori bajo las cuales,
y s6lo bajos las cuales, puede surgir el esquema de un concepto puro de
los fen6menos externos” (A163-B204). Es decir, que el axioma dicta la regla
bajo la cual se lleva a cabo la sintesis de la variedad, lo cual tiene como
resultado el esquema de un objeto, esto es, aquello que encierra las carac-
teristicas invariantes y, por ende, esenciales de un objeto. Lo que surge
es algo como, en palabras de Kant: “Entre dos puntos no puede haber més
que una linea recta” (Ibid.), lo cual es valido universal y atemporalmen-
te. Asi, parece que Kant mismo estaba pensando ya en algo semejante a
los invariantes cuando articul6 su doctrina del esquematismo trascenden-
tal, y Carnap parece estar pensando en esto cuando dice: “En general, el
término “intuicién” puede también incluir la intuicién de esencias, ya que
es usado en este sentido amplio desde Kant” (Ibid.: 15).

Entonces, lo primero que investiga Carnap en relacién al espacio
intuitivo es su estructura formal, esto es, los axiomas que lo rigen. Con
posterioridad tratara la cuestién fundamental de la aplicabilidad de esta
estructura al espacio fisico, asi como sus relaciones con el espacio formal.
Permitaseme en primer lugar tratar la cuestion de la estructura axioma-
tica del espacio intuitivo.

De acuerdo con Carnap, lo que debe ser elucidado en primer lugar
acerca del espacio intuitivo son sus axiomas. Esto no significa que no poda-
mos obtener por la misma via las proposiciones que se derivan de esos
axiomas, al menos las primeras, pero debemos ser cuidadosos en esto dado
que en la medida en que la complejidad de las formas intuidas aumen-
ta, también aumenta el grado de incerteza de las mismas.

Haciéndose eco de observaciones de matemaéticos importantes como
Pasch y el propio Klein, Carnap afirma que “La intuicién siempre se rela-
ciona a una regién espacial limitada” (Ibid.: 15), por lo que sus axiomas
seran validos exclusivamente para formas espaciales de magnitud limi-
tada. Sin embargo, podemos construir, y con “completa libertad” sobre la
base de esta cognicién limitada, varios sistemas sobre la estructura total
del espacio intuitivo. Por ejemplo, podemos construir el concepto de una
linea recta infinita partiendo del concepto de segmento de linea y la ite-
racion de una regla de conexién, y también podemos darle contenido intui-
tivo a dicho concepto en la medida en que partimos de la intuicién del
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segmento y del conocimiento de la regla de conexion, lo cual posibilita-
ria la aprehension de cada segmento de la linea en la intuicién.

La guia para el descubrimiento de los axiomas de la intuicién la
proporciona el sistema axiomatico construido por Hilbert. Resulta curio-
so a simple vista que se apele a Hilbert en algo que tenga que ver con la
intuicién, pues es opinién difundida el que Hilbert fuera reacio hacia algo
semejante. Es mas, su propia formalizacién de la geometria euclideana
intenta caracterizar todo elemento dentro de este sistema de una mane-
ra puramente formal, haciendo abstraccion de cualquier contenido intui-
tivo. Sin embargo, Hilbert comienza precisamente sus Grundlagen con
el siguiente epigrafe tomado de Kant: “Asi, todo conocimiento humano
comienza con intuiciones, pasa de ellas a los conceptos y termina en ide-
as” (Hilbert 1950: 1), a lo cual sigue en el cuerpo del texto: “La tarea dise-
niada (la de listar los axiomas de la geometria e investigar sus conexiones
mutuas), equivale al andlisis 16gico de nuestra intuicién del espacio” (Ibid.:
1). Quizas Carnap, al apelar a Hilbert para justificar su empresa, no esté
malentendiendo el propésito del eminente matematico. Como recientes
investigaciones han mostrado, Hilbert tomaba muy en serio a la intuicién,
la cual colocaba en la base de una teoria epistemoldgica acerca de la adqui-
sicién de la nocién de espacio.20

Entonces, Carnap parte de la validez de los axiomas de Hilbert para
la geometria euclideana en regiones limitadas de la experiencia. Los gru-
pos de axiomas que acepta como verdaderos de nuestra intuicién son: los
axiomas de conexion, los de orden y los de congruencia. A ellos agrega otros
dos que hacen afirmaciones acerca de la relacién de congruencia entre
angulos y segmentos respectivamente. Es destacable que la estructura
del espacio intuitivo para dimensiones pequenas no posee una métrica de
suyo propia, pues es una estructura topolégica, sin embargo posibilita la
postulacién de una métrica o de varias. Carnap reconoce que Riemann
fue el primero en mostrar cudntos diferentes tipos de espacios intuitivos
métricos de 3 dimensiones son consistentes con los axiomas de la geome-
tria euclideana para regiones limitadas de la experiencia.

Carnap propone ciertos postulados mediante los cuales es posi-
ble construir, sobre el sistema definido por las tres clases de axiomas
mencionados, un sistema ilimitado que llama “espacio intuitivo métri-

20 Majer (1995) y (2002) tratan de la multitud de malentendidos de la obra de Hilbert.
El primero traza las relaciones explicitas entre Kant y Hilbert en lo tocante a la arit-
mética y la geometria, asi como las relaciones de Hilbert con Husserl. El segundo inten-
ta mostrar los errores en la lectura de la obra de Hilbert por parte de los empiristas
légicos.
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co de 3 dimensiones”, el cual, a su vez puede ser generalizado de modo
de obtener un espacio intuitivo métrico de n dimensiones, compatible,
claro estd, con la estructura euclideana minima. No obstante, esta gene-
ralizacién también puede operar haciendo abstraccién de las relaciones
métricas, dando lugar al espacio intuitivo proyectivo de 3 dimensiones,
y aun al espacio intuitivo topolégico de 3 dimensiones. En este tltimo,
se rechazan los conceptos primitivos de linea y plano y en lugar de ellos
se usan sé6lo los conceptos méas generales de curva y superficie, de los
cuales se investigan las relaciones de “estar en” o “sobre” y sus inter-
conexiones. No obstante, en la misma forma en que el espacio intuiti-
vo métrico de 3 dimensiones puede ser generalizado hasta obtener el de
n dimensiones, de la misma manera podemos generalizar el proyecti-
vo y el topolégico.

Es importante comprender la argumentacién de Carnap claramen-
te. El tiene en mente no solamente el problema de la estructura légica de
nuestro espacio intuitivo, el cual reconoce como indefectiblemente eucli-
diano, sino al mismo tiempo estd pensando en cémo hacer compatible esta
idea con los resultados de la fisica contemporanea, esto es, de la teoria
de la relatividad. Pero aqui es donde entran las consideraciones que tie-
nen que ver con la relacién del espacio intuitivo con el espacio fisico.

La idea clave del espacio fisico es, para Carnap, ordenar los obje-
tos de nuestra experiencia actual de la naturaleza en el espacio intuiti-
vo que ya hemos construido completamente a priori. Este espacio fisico,
no obstante, es mucho méas que un mero agregado de experiencias par-
ticulares intuitivamente espaciales, es un orden preciso y consistente de
objetos espaciales en una estructura matematica simple. A cada objeto
debe asignarsele una determinacién matematica precisa, de modo que las
leyes de la naturaleza puedan ser formuladas. Es decir, la clase de estruc-
tura matematica requerida por el espacio fisico es una estructura métri-
ca completa. Por lo tanto, el espacio intuitivo, con su estructura topolégica,
no puede proveer de dicha determinacién al espacio fisico. ;Cémo hemos
de obtener dicha determinacién? Para Carnap tal estructura métrica es
una convencién libremente estipulada.2! Estas pueden ser de dos tipos:
en primer lugar, se estipula directamente que una clase de lineas presen-
tadas por algtun objeto o proceso definido cuenta como lineas rectas. En
segundo lugar, se lleva a cabo una estipulacién métrica. Esta consiste en
la estipulacién de un cuerpo como rigido, la determinacién de dos pun-
tos sobre él, y una funcién que define la distancia entre esos dos puntos

21 Thomas Mormann (Mormann inédito), ha enfatizado las raices de la posicién con-
vencionalista general de Carnap en esta idea.
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en cualquier momento del tiempo. Esta funcién puede ser mds simple,
como la que afirma el intervalo entre dos puntos como una distancia cons-
tante, o mas compleja, como la que introduce condiciones de temperatu-
ra, carga eléctrica, etc. En cualquier caso, lo importante es que podamos
usar el cuerpo en cuestion para medir distancias entre otros puntos, y para
esto sélo necesitan cumplirse determinadas condiciones formales; esta-
mos restringidos a asignar cero a dos puntos que coinciden o méas que cero
a dos puntos que no lo hacen. Una vez que se hace tal estipulacién, la cues-
tion de si tres puntos se encuentran sobre una linea recta es respondida
univocamente.

De esta manera, la estructura del espacio fisico queda doblemen-
te determinada: por un lado, desde el punto de vista del espacio intuiti-
vo, sabemos a través de la intuicién de esencias que los objetos que se nos
presentan en la experiencia tienen ciertos rasgos a priori; por otro, impo-
nemos de una manera convencional la estructura métrica requerida para
caracterizar completamente al espacio fisico. Para dar un fundamento filo-
séfico a esta distinciéon Carnap acude a la distincién entre materia y for-
ma de la experiencia, la cual est4 relacionada pero no es completamente
idéntica a la distincién kantiana.

A diferencia de Kant, para quien la distincién tiene sentido en vir-
tud de que de su combinacién surge la experiencia, Carnap la usé para
analizar la experiencia ya completa en dos partes. Para esto hace “...una
divisién dentro del reino de la forma entre forma necesaria y forma opcio-
nal” (Ibid.: 27). En su opinidn, la estructura topolégica es la “forma nece-
saria” a la cual est4 sujeta la materia, la que a su vez, por supuesto, esta
también sujeta a varias “formas opcionales” posibles entre las cuales se
encuentra el espacio métrico. Asi presenta Carnap la idea:

Permitaseme llamar a la materia que sélo aparece en su forma
necesaria “hechos efectivos” de la experiencia. Esta puede estar suje-
ta a ulteriores formaciones en términos de formas opcionales. En orden
a probar si un enunciado experiencial es un enunciado de hechos efec-
tivos o no, y en el dltimo caso, qué en él pertenece a los hechos efecti-
vos y qué a la forma determinada por elecciéon, hemos de investigar si
el enunciado experiencial permanece valido para toda posible forma-
cién, esto es, para toda clase de transformacién espacial (Ibid.: 27).

La jerga de la teoria de los invariantes es evidente en este pasa-
je. Como se ha dicho antes, de acuerdo con esta teoria, la topologia estu-
dia la clase mas general de grupos de transformaciones y por ende captura
los invariantes més generales que puedan concebirse. Permitaseme recor-
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dar el punto. La geometria euclideana puede ser vista como el estudio de
esas propiedades que permanecen invariantes bajo los asi llamados “movi-
mientos rigidos”: traslaciones, rotaciones y reflexiones. La geometria pro-
yectiva esta interesada con la clase de invariantes que son una funcién
de los movimientos rigidos maés las proyecciones. La topologia est4 inte-
resada con la ain m4ds pequefia clase de invariantes que obtenemos si
nuestras transformaciones son mas radicales, incluyendo las de estirar
o enrollar. Bajo este punto de vista, la longitud y los 4ngulos son esen-
cias euclideanas pero no son invariantes bajo las transformaciones pro-
yectivas. La linealidad y la triangularidad son esencias proyectivas pero
no son invariantes bajo las variaciones topolégicas. La conectividad, en
tanto, es una esencia topoldgica.

En topologia no perdemos la propiedad de dimensionalidad de un
objeto o figura geométrica, o la propiedad de tener un limite, perdemos
cosas como la forma y medida, tal como esos conceptos son entendidos en
la geometria euclideana. La equivalencia topolégica es mucho més abs-
tracta que la equivalencia euclideana, por ejemplo.

De acuerdo con Carnap, sélo los invariantes topolégicos son los que
conocemos e imponemos a priori a través de la intuicién de esencias al
espacio fisico. Para citar su propio ejemplo, un enunciado de “hechos efec-
tivos” seria: “La superficie de contacto de este cuerpo (mesa) con este cuer-
po (piso) consiste en tres partes separadas”, pues las relaciones de las que
habla permanecen invariantes a través de los cambios de magnitud o de
otro tipo que puedan realizarse sobre esos cuerpos. Por otro lado, el enun-
ciado “estos dos puntos en este cuerpo tienen el mismo intervalo que esos
otros puntos en este otro cuerpo, el cual no esta en contacto con el prime-
ro” no es un enunciado de “hechos efectivos”, pues depende de una métri-
ca libremente escogida.

Permitaseme terminar resumiendo la cuestién acerca de las rela-
ciones entre los tres tipos de espacio y las caracteristicas l6gico-epistemo-
légicas de cada uno de ellos.

De acuerdo con Carnap, las relaciones entre geometrias y sus obje-
tos, los diferentes tipos de espacio, pueden estudiarse siguiendo los con-
ceptos de especificacién y subordinacién. En efecto, la relacién entre el
espacio formal y el intuitivo es la relacién entre una estructura con pro-
piedades de orden determinadas pero objetos indeterminados y una
estructura con las mismas propiedades de orden pero objetos determina-
dos, esto es, objetos propiamente espaciales. La relacién del espacio intui-
tivo con el espacio fisico es la de una forma de intuicién a una estructura,
constituida ésta por objetos reales. Una vez que conocemos la forma gene-
ral de la dependencia entre los tres tipos de espacio, detengadmonos en el
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modo en que Carnap concibe la relacién entre cognicion espacial y expe-
riencia, y en las fuentes de dicha cognicién.22

El espacio formal, dado que es un dominio especial de la teoria de
relaciones y sus proposiciones son derivadas de un modo puramente 16gi-
co desde leyes basicas, es analitico y, por supuesto, independiente de la
experiencia.?3 Con respecto al espacio intuitivo, dado que sus axiomas se
obtienen a través de un tipo de intuicién de esencias desde los fenéme-
nos (actuales o imaginarios), sus proposiciones son sintéticas, pero son
al mismo tiempo a priori, dado que son independientes del agregado actual
de experiencias. El espacio fisico, en tanto, en la medida en que exige una
determinacién matematica completa (que incluye una métrica), no pue-
de ser determinado sélo desde la estructura del espacio intuitivo, por lo
que requiere la imposicién de una “forma opcional” que, como su nombre
lo indica, es escogida convencionalmente.

5. Conclusiones

Segun Carnap, el espacio continda siendo la condicién de posibi-
lidad de la experiencia externa en el sentido de Kant. De acuerdo con la
distincién entre forma necesaria y forma opcional, esas condiciones con-
sisten en aquellas relaciones espaciales que se encuentran pura y exclu-
sivamente en el ambito de la forma necesaria, en lo que Carnap ha
llamado los “hechos efectivos”.

Como se ha dicho con anterioridad, esas relaciones se corresponden
con las relaciones topolégicas, nunca las proyectivas o métricas. Una vez
mas Carnap ilustra el sentido de estas consideraciones a través de un ejem-
plo en franca analogia con la teoria de los invariantes. Asi lo expresa:

22 Carnap deja claro en la nota al pie que acompafia el pasaje que estamos comen-
tando, que al hablar de “fuentes” se esta refiriendo no al origen empirico o psicolégico
de nuestra cognicién espacial, sino a su fundamento légico. Por ello cita el famoso dic-
tum de Kant de la Critica de la razén pura: “...aunque todo conocimiento empiece con
la experiencia, no por eso procede todo €l de la experiencia” (B1).

23 Carnap, al igual que Husserl, desea evitar la terminologia kantiana de “a prio-
ri - a posteriori/ analitico - sintético”. En Ideas dice Husserl: “Como ya hice en las
Investigaciones logicas, evito en lo posible las expresiones “a priori y a posteriori”, por
afan de evitar oscuridades y ambigiiedades que las afectan en el uso corriente y que
tanto confunden, asi como también a causa de las mal afamadas doctrinas filoséficas
que como mala herencia del pasado estan entretejidas con ellas” (Husserl 1949: 12).
Carnap, por su parte, cree que “esos términos no son interpretados y aplicados en la
misma forma por todas las partes”. No obstante, usa dicha terminologia como una con-
cesion a los lectores neo-kantianos del Kantstudien.

ANALISIS FILOSOFICO XXVIII N° 2 (noviembre 2008)



LA TEORIA DE LOS INVARIANTESY EL ESPACIO INTUITIVO EN DER RAUM DE RUDOLF CARNAP 201

La transformacion de un enunciado de hechos efectivos desde
una forma espacial métrica a otra —e.g., de una euclideana a otra no-
euclideana— ha sido correctamente comparada a la traduccién de una
proposiciéon de un lenguaje a otro. Ahora bien, justo como el sentido
genuino de la proposicién no es su presentacion en una de esas formas
lingiiisticas —porque esto implicaria que su presentacién ulterior en otro
lenguaje pareciera derivada o menos original- sino aquello en la pro-
posicion que permanece inalterado en la traduccion; asi también el sen-
tido de un enunciado de hecho efectivo no es su presentacién métrica,
sino lo que es comun a todas ellas (los “invariantes de transformacion
topoldgica”) —y que es precisamente su presentacion en la forma mera-
mente topolégica (Carnap 1922: 48).

Quien suministra estas determinaciones y, por ende, constituye la
condicién de posibilidad de la experiencia, no puede ser ni el espacio for-
mal ni el fisico, sino el espacio intuitivo. Pero, como Carnap deja en cla-
ro, la estructura impuesta es lo suficientemente amplia como para ser
compatible con infinitas determinaciones métricas, las cuales son libremen-
te escogidas y constituyen una ulterior determinacién del espacio fisico.

Asi, el espacio es un “invariante universal” en el sentido de Cassirer.
Constituye la “forma de coexistencia en general” que subyace a las deter-
minaciones espaciales particulares que podemos imponer sobre el mun-
do fisico. Esto hace justicia tanto a Kant como al surgimiento de las
geometrias no-euclideanas y a su uso en la teoria de la relatividad.
Asimismo, esta “forma de coexistencia” posee una estructura topolégica
que es aprehendida a través de una clase especial de intuicién que se enfo-
ca sobre las propiedades que permanecen invariantes a través de un gru-
po de transformaciones. Es decir, Carnap se hace eco de Cassirer en lo
tocante a la caracterizacion del concepto de espacio como un concepto cons-
titutivo fundamental y absoluto, el cual puede verse como la forma per-
manente que subyace a todas las determinaciones espaciales particulares,
mientras que a la hora de caracterizar el tipo de aprehensién que nos pro-
vee de semejante concepto apela a Husserl y a su idea de una “intuicién
eidética”, la cual también descansa, como vimos con anterioridad, en la
teoria de los invariantes.

Mirado més de cerca, el problema que hemos tratado aqui tal vez
abra una linea de investigacién ulterior. La teoria de los invariantes geo-
métricos, cuya notoria influencia sobre concepciones filoséficas sobre el pro-
blema del espacio he tratado aqui, tiene en su base, como también espero
haber dejado en claro, en el moderno concepto de grupo. Y es digno de men-
cién el que la eficacia de dicho concepto no quedara confinada solamente
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a la geometria o a la teoria de nimeros, sino que mostrara sus frutos en
otras dreas del conocimiento como la fisica, la quimica o la biologia.2 Tal
vez esto es sintoma de que el concepto de “grupo” es mas que una simple
herramienta matematica, tal vez podamos verlo como un principio cons-
titutivo fundamental de la conciencia, responsable de la unidad sintéti-
ca que subyace a todo objeto de conocimiento. Pero esto, esto es tema de
otro trabajo.25
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