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Resumen

En este articulo discuto, algunas cuestiones de la semantica de la teoria de conjuntos.
La naturaleza tedrico-conjuntista de la seméntica de la teoria axiomatica de conjun-
tos plantea un problema de circularidad. Es bien sabido que cuando adoptamos la pers-
pectiva de la teoria de modelos para el estudio de las teorias matematicas decidimos
considerar en primer término estructuras en sus relaciones con lenguajes. Pero por la
estructura fundamental adoptada en un marco de teoria de conjuntos, a saber, la colec-
cién de todos los conjuntos, junto con la relacién de membresia, en ese caso tendria-
mos una estructura cuyo universo seria un conjunto (porque cualquier estructura tiene
como su universo a un conjunto) y al mismo tiempo tendria la potencia de la coleccién
de todos los conjuntos. Ese es precisamente el origen del problema fundamental en la
semantica de la teoria de conjuntos. Aparentemente, el recurso a una semantica intui-
tiva o pre-tedrica en términos de la concepcién iterativa de conjuntos es inevitable. Sin
embargo, esta estrategia no parece resolver algunas dificultades filoséficas bésicas y
esté ligada al problema semantico central de la teoria de conjuntos, esto es, cémo com-
prender la cuantificacién sobre la totalidad de los conjuntos. Por dltimo, avanzo algu-
nas consideraciones filoséficas concernientes al problema semantico que examino.

PALABRAS CLAVE: teoria de conjuntos, seméantica, concepcion iterativa, considera-
ciones meta-filoséficas.

Abstract

In this paper I discuss some issues concerning the semantics of set theory. The set-the-
oretical nature of the semantics of axiomatic set theory raises a problem of circularity.
It is well-known that when we adopt the model-theoretic point of view in the study of
mathematical theories we decide to consider primarily structures in their relationship

* Una versién previa de este trabajo fue presentada en el Coloquio de Filoso-
fia SADAF 05. Agradezco los comentarios efectuados por los participantes en dicha opor-
tunidad. La versién definitiva de este trabajo se ha visto enriquecida por los valiosos
comentarios realizados por Alejandro Tomasini Bassols. A miltiples sefialamientos y
observaciones que me hizo le debo el haber corregido y pulido muchas de las ideas aqui
expuestas. Deseo, por ultimo, agradecer las valiosas observaciones de los drbitros ané-
nimos de Andlisis Filoséfico.
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with languages. But for the fundamental structure adopted in a set-theoretic setting,
namely the collection of all sets, together with the relation of membership, we would
have in that case a structure whose universe would be a set (because any structure has
a set as its universe), and at the same time it would have the power of the collection
of all sets. This is precisely the origin of the fundamental problem in the semantics of
set theory. Apparently, the recourse to an intuitive or pre-theoretic semantics in terms
of the iterative conception of sets is unavoidable. However, this strategy doesn’t seem
to solve some basic philosophical topics involved and linked to the central semantic pro-
blem of set theory, namely, how to understand quantification over the totality of sets.
Finally, I put forward some meta-philosophical considerations concerning the seman-
tic problem I deal with.

KEY WORDS: set theory, semantic, iterative conception, meta-philosophical consid-
erations.

§ 1. Semantica y auto-aplicacion de nociones conjuntistas

El hecho de que la seméntica con la que usualmente se interpre-
tan las teorias axiomaéticas y formales de conjuntos sea (ella misma) esen-
cialmente conjuntista genera automaticamente el problema de considerar
si esta aplicacion es, en algun sentido importante, circular. Segin una tra-
dicién muy extendida, que se remonta al mismo Aristételes, la circulari-
dad, en muchas de sus formas, es caracterizada como un obstéaculo real
para la aclaracién conceptual y filoséfica. La idea de un “circulo vicioso”,
por ejemplo, parece encarnar uno de los demonios que tanto filésofos como
cientificos han debido enfrentar a lo largo de la historia. Hay también
muchas clases de circularidad que per se no son viciosas, pero que de todos
modos conllevan alguna dificultad, aunque no sea mas que en nuestras
intuiciones, que es preciso resolver. En cierto modo, la actitud teérica fren-
te al fenémeno de la circularidad ha cambiado. Hoy para muchos la cir-
cularidad, y quizds especialmente las definiciones circulares, son
ubicuas. Los matematicos, por ejemplo, conviven mas pacificamente que
otrora con ciertas definiciones de caracteristicas evidentemente impre-
dicativas.! Una de las razones por las cuales al fenémeno de la circula-

1 Siguiendo a Kleene podemos caracterizar una definicién impredicativa de esta
manera: “Cuando un conjunto M y un objeto particular m son definidos de manera que,
por un lado m es un miembro de M, y por otro, la definicién de m depende de M, deci-
mos que el procedimieto (o la definicién de m, o la definicién de M) es impredicativa”.
Kleene, S. (1974) pag. 48. Tanto Poincaré como Russell creyeron que la causa de las
paradojas residia en tales definiciones. Russell explicé esto mediante su principio del
circulo vicioso: ninguna totalidad puede contener miembros definibles s6lo en térmi-
nos de esa totalidad, o miembros que envuelvan o presupongan esa totalidad.
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ridad se le han atribuido caracteristicas patolégicas son las paradojas.
Tanto las paradojas seméanticas como las conjuntistas han sido vistas a
menudo como paradojas de circularidad o basadas en alguna clase de cir-
cularidad. Referencia y predicacién son las dos relaciones seméanticas por
excelencia, por lo que auto-referencia y auto-predicacién encarnan nocio-
nes circulares de la seméantica. La pertenencia a un conjunto es la rela-
cion conjuntista bésica, lo cual hace que la auto-pertenencia sea la relacion
circular mas béasica de la teoria de conjuntos. Podemos generalizar esto
y tal vez acercarnos a una idea mas clara de qué es una nocién circular
respecto de una disciplina, diciendo que se trata de nociones de tipo auto-
R, donde R es una relacién clave en el desarrollo de esa disciplina. Se sue-
le pensar entonces que las paradojas conjuntistas y semanticas
ejemplifican paradojas de circularidad, porque son inherentes a relacio-
nes esenciales como las de auto-pertenencia y auto-referencia. Tenemos
entonces una paradoja basada en circularidad cuando una nocién circu-
lar, que es inevitable e ineliminable, genera absurdos.2

Ha existido desde hace muchos afios entre algunos filésofos de las
matematicas la sospecha de que hay una cierta clase de circularidad, aso-
ciada al tratamiento seméantico estandar que involucra la teoria de con-
juntos y la l6gica de primer orden, que es inevitable. Este problema fue
puesto de manifiesto especialmente por George Kreisel durante los afios
60 en algunos de sus trabajos. En uno de ellos, un ensayo sobre légica
matematica,’ titulé la seccién (1.8) como: “Semadntica y Teoria de conjun-
tos: auto-aplicacion en la fundamentacion tedrico-conjuntista de la 16gi-
ca” (‘Semantics and Set Theory: self-application in the set theoretic
foundations of logic’). Este titulo es muy significativo, en vista de que
podria haber aqui un fenémeno de circularidad de la clase que hemos con-
signado antes bajo la forma de una nocién circular auto-R, donde R encar-
na alguna relacién relevante respecto del problema a tratar. “R” seria
en este caso una relacién de “aplicacién” o “aplicabilidad”. ;Pero de qué
clase? Obviamente se trata de la aplicacién de nociones conjuntistas en
la reconstruccién seméantica del lenguaje de la légica de primer orden y
alavezla aplicacién del lenguaje de primer orden en la axiomatizacién
y formalizacién de la teoria de conjuntos. Visto desde el punto de vista

2 De relacionar el fenémeno de la circularidad con algunas paradojas conjun-
tistas, y de si este fenémeno est4d o no presente en la llamada paradoja de Orayen, me
ocupo en “Circularidad, l6gica y conjuntos”, presentado en el Coloquio Iberoamerica-
no de Filosofia de la Légica: La paradoja de Orayen. Instituto de Investigaciones Filo-
séficas, UNAM, Ciudad de México, marzo 2005 (en prensa).

3 Kreisel, G. (1965).
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de una teoria de conjuntos axiomaética y formal, y consecuentemente de
su semantica (formal y modelistica) la situacién que esta auto-aplicacion
genera puede describirse en los siguiente términos: estamos en presen-
cia de una formalizacion hecha sobre la base de un lenguaje (el lengua-
je de primer orden) cuya seméantica usualmente presupone los objetos
determinados por la misma teoria que se esta formalizando.

Las matematicas, tal como hoy son vistas por un gran nimero de
matematicos y filésofos pertenecientes a una corriente mas o menos uni-
taria de pensamiento y que ejercié y ejerce atin una enorme influencia
sobre la investigacién, corriente o tradicién matematica que puede deno-
minarse conjuntista,* estda fundada en dos ideas béasicas. Primero, en la
idea de que la teoria de conjuntos provee la ontologia basica para las teo-
rias matematicas, admitiendo que la moderna teoria de conjuntos es ella
misma una disciplina matemaética.? El matematico espera (por lo menos
muchos de ellos) de la teoria de conjuntos el fundamento de las matema-
ticas clasicas. Esta base que es la teoria de conjuntos provee y habilita
para los matematicos un discurso acerca de objetos matemdticos, como fun-
ciones, relaciones, nimeros, espacios, o campos. Segundo, la légica cla-
sica se usa en las pruebas de los teoremas matematicos. En este nivel,
se usa un meta-lenguaje para poder hablar de los objetos de una teoria
particular, como podria ser por ejemplo la teoria de grupos. Las propie-
dades de los objetos matematicos son enunciadas en este meta-lengua-
je. Pero hay ademas otro aspecto importante en el uso de la légica en
matematicas, un aspecto ligado a la formulacién axiomatica de las teo-
rias, en especial de la teoria de conjuntos. Mientras que la teoria intui-
tiva de conjuntos no nos asegura una estructura indubitable para hablar
de conjuntos, las presentaciones formales y axiomaticas de la teoria de
conjuntos si lo hacen. La teoria de Zermelo/Frenkel (con axioma de elec-

4 Uso la denominacién de “tradicién conjuntista” para designar, siguiendo la
propuesta de R. Torretti, a una corriente de la filosofia de las matematicas, “la que colo-
ca al centro de la matematica, en una forma u otra, la nocién de conjunto y trabaja para
fortalecerla”, en Torreti, R. (1998), prefacio, pag. xi.

5 En torno a este peculiar doble aspecto o rol adjudicable a la teoria de conjun-
tos, I. Jané observa: “Por una parte, la teoria de conjuntos es una teoria matematica
entre otras teorias matematicas, con un objeto de estudio propio y métodos propios, con
relaciones mas o menos profundas con otras teorias matematicas. Por otra parte, sin
embargo, la teoria de conjuntos es una teoria matematica peculiar, en cuanto la mayor
parte del resto de la matematica, en particular todas las teorias matematicas tradi-
cionales, son interpretables en ella [...] Brevemente, interpretar una teoria matema-
tica en la teoria de conjuntos equivale a reformularla como un fragmento de la teoria
de conjuntos.”, en Jané, 1. (2004), pags. 249-250.
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cioén), esto es ZFC, es un ejemplo de ello. ZFC es una teoria muy exito-
sa; mucho del discurso matematico puede ser formulado en ella. Ahora
bien, ZFC esta formalizada en la légica de primer orden con identidad.
Para establecer tanto los aspectos tedérico-demostrativos como los seman-
ticos de la légica de primer orden necesitamos de la teoria de conjuntos.
Y esto es asi debido a que es una practica muy extendida, y por cierto exi-
tosa entre los légicos, el codificar los objetos l6gicos como objetos mate-
maticos y esto se hace justamente usando herramientas conjuntistas. La
teoria de conjuntos en su forma estandar como lo es ZFC s6lo nos es dis-
ponible en su versién axiomatica y formal, usando esencialmente lgica
de primer orden. La légica no puede ser usada sin la teoria de conjuntos
y la teoria de conjuntos conlleva esencialmente un uso axiomatizado de
la légica de primer orden. El problema podria describirse de otro modo
de la siguiente manera: la légica y las matematicas no son teorias esta-
blecidas independientemente, sino que cada una se apoya de manera cru-
cial en la otra.

Una posible solucién para explicar y neutralizar efectos negativos
de la circularidad observada en la auto-aplicacién de nociones conjuntis-
tas en la semantica usual con que se presentan las teorias axiomaticas
y formales de conjuntos podria ser ésta: suponer que al determinar la
naturaleza de un universo conjuntista se debe admitir que hay un nivel
mas basico, asociado con los fundamentos de la teoria misma, que no pue-
de asirse sin una semadntica que sea, a este respecto, intuitiva. ;jPero es
algo asi posible? ;Qué es una “semaéntica intuitiva” en este contexto? Y
lo que es mas importante, si esa seméantica pudiera formularse: ;no seria
también circular? Creo que es muy dificil delimitar un concepto como éste,
no sé6lo por las mismas razones que pueden considerarse en el caso de los
lenguajes naturales, sino también por razones especificas propias de los
lenguajes matematicos.

§ 2. Modelos y estructuras matematicas

Para muchos filésofos, el discurso teérico-conjuntista es un discur-
so acerca de objetos de una naturaleza especial.® En concordancia con ello,
consideran la verdad en esos discursos en los mismos términos en que lo

6 Podemos dejar en suspenso consideraciones en torno a cudn “especial” es la
naturaleza de estos objetos y si se identifican o no con lo que se suele llamar objeto abs-
tracto. “Objeto” aqui simplemente puede ser entendido como aquello que es designa-
do por un término singular, o si se quiere, por lo que Frege consideré un nombre propio.
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hacen en los discursos acerca de objetos no-matemaéticos.” Aunque concep-
tualmente exista, para algunos, la posibilidad de asumir también en este
4ambito una posicién débil y desentrecomilladora, para muchos otros, es nece-
sario contar con una semantica tedrica filoséficamente robusta o sustan-
tiva. Esto significa sustentar la atribuciéon de verdad o falsedad de las
oraciones que contienen expresiones tedrico-conjuntistas en una teoria (una
ontologia) de genuinos objetos matemdticos.® Una teoria como ésta afirma
que la verdad o falsedad de las oraciones que contienen expresiones teéri-
co-conjuntistas estd basada en hechos semanticos (acerca de la relacién
entre lenguaje y mundo) de una cierta clase, modelizados a través de la
semantica modelo-tedrica usual con la que se interpreta el lenguaje de pri-
mer orden. Por ejemplo, se afirma que {} € {{ } } es verdadera en virtud
del hecho conjuntista de que el conjunto vacio es miembro de un conjunto
unitario cuyo tnico elemento es el conjunto vacio, y del hecho seméantico
que designa a ‘{ }’ como el conjunto vacio, a ‘{ { } }’ como el conjunto unita-
rio cuyo unico elemento es el conjunto vacio y de la relacién de pertenen-
cia ‘€, tal que el primer elemento es un miembro del segundo componente.

Adema4s, como también es sabido, las teorias matematicas (incluida
como tal la teoria de conjuntos) pueden ser estudiadas desde la perspectiva
de la teoria de modelos. Asi contempladas, las matematicas basicamente con-
sisten en estructuras. Ahora bien, éstas pueden ser “reducidas” a objetos des-
criptos por la teoria de conjuntos, en el sentido en que pueden ser expresadas
en el lenguaje de esta teoria. Esta decisién implica entonces una reduccion
teérico-conjuntista de una cierta estructura matematica S, intuitiva y basi-
ca, a partir de la cual obtenemos un objeto teérico-conjuntista “bien-defini-
do”, i.e. un modelo. Pero esta reduccién teérico-conjuntista usualmente se
expresa a través de una axiomatizacién de la estructura S, y esta axiomati-
zacion debe ser adecuada. La adecuacion de una cierta axiomatizacion de la
estructura S, que expresa la reduccién teérico-conjuntista de la estructura
misma, tradicionalmente se establece a partir de las siguientes condiciones®

7 Las consecuencias que tiene el aceptar o rechazar que el lenguaje de la mate-
matica se refiera a cierto tipo especial de objetos, objetos abstractos, se puede plantear
bajo la forma del llamado dilema de Benacerraf : o bien postulamos que el lenguaje mate-
matico se refiere a tales objetos y tenemos grandes problemas para explicar la natu-
raleza del conocimiento matemaético, o bien negamos dicha postulacién a costa de
comprometer la posibilidad de dar una explicacién semitica estandar de la nocién de
verdad matemaética. Véase Benacerraf, P. (1973).

8 Una visién de este tipo se suele asociar a lo que se ha dado en llamar realis-
mo matemdtico y a veces también platonismo matemdtico. El alcance y la adecuacién
de estas denominaciones es motivo de discusién en la literatura sobre el tema.

9 Kreisel, G. & Krivine, J-L. (1967), pag. 160.
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(1) Hay una realizacionl® que satisface los axiomas,

(2) Todas las estructuras que satisface los axiomas son isomdérficas,

(3) Todas las propiedades intuitivas de S son expresables en el lengua-
jede S.

(4) Todas las afirmaciones hechas en el lenguaje S que son verdade-
ras respecto de S son consecuencias l6gicas (en un sentido intuiti-
vo) de los axiomas.

Estas condiciones (de cuyo cumplimiento y alcance no nos ocupa-
remos en este trabajo) fueron propuestas para la axiomatizacién de estruc-
turas matematicas cldasicas, como por ejemplo los nimeros naturales,
reales, etc. Ahora bien, se ha mostrado que cuando de lo que se trata es
de la axiomatizacién misma de la teoria de conjuntos (en cualquiera de
sus variantes), no es dificil dotar de sentido a condiciones como éstas y
dar con la estructura fundamental adecuada para la teoria de conjuntos,
haciendo que a la vez ésta pueda representar la propiedad intuitiva de
ser la coleccién de todos los conjuntos, con la relacién de pertenencia.

Como Kreisel observa, tenemos en este caso una estructura cuyo
universo debe ser un conjunto (porque toda estructura tiene a un conjun-
to como universo), y al mismo tiempo debe tener la capacidad de ser la
coleccién de todos los conjuntos. Este es para muchos precisamente el ori-
gen del problema fundamental en la seméntica de la teoria de conjuntos.
Aparentemente necesitamos de una nocién generalizada de realizacion,
cuyas variables no tengan alcance sobre un (mero) conjunto, sino que ten-
gan alcance sobre la coleccion de todos los conjuntos, y que a la vez la inter-
pretacién adecuada para el signo de relacién no sea necesariamente un
conjunto. Las clases propias han sido la respuesta matemaética mas apro-
piada para este problema. Sin embargo, y dejando de lado los tecnicismos,
lo interesante es destacar (sumandonos a quienes han puesto ya esto de
manifiesto) la inadecuacion filoséfical? de esta manera de resolver el pro-
blema generado por la nocién de un universo conjuntista. Las clases pro-
pias permanecen fantasmagéricamente como objetos conjuntistas,
aunque su naturaleza conjuntista sea establecida en cada caso de mane-
ra arbitraria.l3

10 “Realizacién” aqui puede entenderse como un sinénimo de “modelo”.

1 La satisfaccién de esta condicién estd asociada a la propiedad de categorici-
dad de una teoria.

12 K1 concepto de adecuacion filoséfica esta usado en el sentido que se puede
encontrar en Alchourrén, C. (2003).

13 Seguiremos en este punto las consideraciones presentes en Lear, J. (1974).
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Aqui se nos plantea la siguiente cuestion: ;es posible distinguir cla-
ramente (i.e., de modo que la distincién se sustente en algo mas que una
mera definicién estipulativa) entre una estructura “clasica”, como aque-
llas con las que usualmente se modelizan las teorias matematicas, y otra
estructura “fundamental”, por asi llamarla, apta para la teoria de con-
juntos? Tan pronto como la teoria de conjuntos se convirtié en un tema
legitimo de estudio para las matematicas (lo que sucedi6é con Cantor a fines
del siglo XIX), esta teoria empezé a ser considerada tan “matematica”
como el resto de las teorias de la disciplina, aunque a la vez se haya reser-
vado para ella un rol més bésico y general.l* Ademads, no podemos dejar
de notar que las condiciones (1)-(4) pueden ser satisfechas sélo para casos
muy elementales, lo que compromete atin mas el proyecto de una deter-
minacién univoca de tales estructuras basicas.

En conexién con esto podemos agregar la siguiente observacion. Al
formalizar un cierto cuerpo de conocimiento matematico podemos proce-
der de dos maneras. En un primer caso, podemos estar en posicién de pri-
vilegiar cierto dominio de interpretacion y de esa manera tratar de “captar”
lo maés posible de ese dominio a través de los axiomas propuestos para la
teoria (buscando asi cumplir con la condicién (3)). Pero otra alternativa
es posible. Para este otro caso no tendriamos una interpretacién “natu-
ral” o “pretendida” in mente sino que, cuando los axiomas de la teoria que-
dan establecidos, nos interesa mas la clase de todas las interpretaciones
que satisfacen los axiomas (que por la condicién (2) deberdn generar
estructuras isomorficas). Desde un punto de vista formal, sin embargo,
las dos situaciones son indistinguibles.15 Podriamos preguntarnos aho-
ra cual es el caso de la teoria de conjuntos. En cierto sentido, se podria
ubicar a la teoria de conjuntos como ubicandose a la mitad del camino
entre estas dos situaciones, dado que dependiendo de sus aplicaciones
podriamos visualizar la necesidad o no de considerar ciertos modelos como
privilegiados. Dicho de otro modo, pensar en esta teoria como una teoria
matematica mas, o adjudicarle un rol fundamentador de las matemati-
cas, puede introducir una diferencia respecto a qué modelos considera-
mos pretendidos.

Otra cuestion a considerar esta relacionada con la justificacién de
los axiomas para conjuntos. El problema puede resumirse como sigue: gene-
ralmente ciertos axiomas estdn justificados desde un punto de vista teé-
rico-conjuntista si disponemos de un concepto riguroso que satisfaga dichos

14 Cf. nota 4.
15 La aritmética (elemental) se puede considerar un ejemplo de la primera situa-
ci6én y la teoria de grupos como uno de la segunda.
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axiomas. Recuérdese que el disponer de un concepto “riguroso” de conjun-
tos fue, en parte, lo que motivé la necesidad de axiomatizar y formalizar
la teoria de conjuntos. Cantor no habia podido formular una definicién
satisfactoria de lo que es un conjunto. Con la axiomatizaciéon de Zermelo
ya no se necesit6 “definir” los conjuntos, dado que conjunto pasé a ser cual-
quier cosa que satisficiera los axiomas. Sin embargo, tal como lo describe
Mosterin en su libro Teoria axiomdtica de conjuntos,'® desde el punto de
vista del rigor axiomatico el sistema de Zermelo adolecia atin de una falen-
cia: “la formulacién del esquema axiomatico de formacién de conjuntos”.
Este esquema se suele formular diciendo que para cada conjunto a y cada
condicion y(x), existe el conjunto de todos los elementos de a que satisfa-
cen y(x). Zermelo no habla de una “condicién”, sino de una “propiedad bien
determinada”, sin dar una explicacién satisfactoria de qué entiende por
eso. El problema fue resuelto (quizas sea mejor decir “disuelto”) por Sko-
lem, al sustituir “propiedad bien determinada” por “férmula” (del lengua-
je formal de la teoria). Aceptar esto implica obviamente la exigencia de
formalizar la teoria en el seno de un lenguaje formal determinado, y que
en el caso de la teoria de conjuntos ese lenguaje sea el de la légica de pri-
mer orden con identidad, al que se le adosa la relacién de pertenencia como
Unica constante no-légica. Esto muestra una vez mas la interdependen-
cia de ambas teorias. En cuanto a la adecuacién de una cierta axiomati-
zacion de la estructura S, que expresa la reduccion tedrico-conjuntista de
la estructura misma para el caso particular de la teoria de conjuntos, los
axiomas estardn justificados si la condicién (1) es verdadera. Pero la difi-
cultad cuando se trata de la teoria de conjuntos es evidente: necesitamos
aplicar la condicién (1) a la jerarquia de conjuntos misma.

En ambos casos, el hallazgo de una “semantica intuitiva” se pre-
senta de nuevo como un posible recurso que explique y solucione estas
cuestiones. Una posible via para la determinacién de una seméntica de
este tipo la encontramos en varias de las justificaciones que se han pro-
puesto para los axiomas clasicos de la teoria, basadas en el analisis de
una concepcion iterativa del universo conjuntista.

§3. La concepcidn iterativa del universo conjuntista

En lo dicho hasta aqui, respecto a las relaciones entre una seman-
tica conjuntista y la teoria de conjuntos, hay por lo menos dos razones
que llevan a la busqueda de alguna justificacién intuitiva, o si se quie-

16 Mosterin, J. (1971).
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re extra-sistematica y/o pre-teérica (respecto de la construcciéon de un
modelo semédntico), que explique satisfactoriamente qué es un “univer-
S0 conjuntista”:

Por un lado, la circularidad en la aplicacién de nociones conjuntis-
tas en la reconstruccién semantica del lenguaje de la légica de primer
orden y a la vez la aplicacién del lenguaje de primer orden en la axioma-
tizacion y formalizacién de la teoria de conjuntos.

Por otro lado, las cuestiones ligadas al tratamiento modelistico de
la teoria de conjuntos que, 1) parecen necesitar de una nocién generali-
zada de realizaciéon o modelo y 2) conlleva la aplicacién de la condicién
de existencia de una estructura que satisface los axiomas a la jerarquia
misma.l?

Una respuesta inmediata a estos requerimientos la podemos aso-
ciar a la llamada concepcion iterativa del universo conjuntista. Esta con-
cepcién ha sido objeto de importantes debates, tanto técnicos como
filoséficos, y no es mi intencién en este trabajo discutir los argumentos
involucrados en estas disputas.!® Sefialaré sélo algunos pocos aspectos que
pueden justificar las dudas acerca de la capacidad que esta concepcion tie-
ne para ofrecer una respuesta filoséfica adecuada al problema de contar
con una semantica intuitiva para la teoria de conjuntos.

El nicleo de la concepcién iterativa puede presentarse del siguien-
te modo:

1) los conjuntos se obtienen en estratos (niveles) sucesivos

2) los conjuntos se obtienen por la aplicacién iterada de ciertos prin-
cipio de formacién!®

3) no existe un estrato final

4) (de 3) el universo no puede ser completado.

17 Un tercer aspecto o problema que no hemos considerado esta relacionado con
el hecho de que no hay una definicién de verdad para el universo conjuntista que pue-
da formularse a partir de los procedimientos estandares en teoria de modelos.

18 Para muchos autores, el origen de esta concepcién (aunque esto también es
objeto de controversia) se lo puede encontrar en ciertas nociones implicitas, conteni-
das en un articulo de Ernst Zermelo, “Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche” (“Sobre
numeros-limite y dominios de conjuntos”) de 1930. En este articulo, Zermelo formu-
la un sistema axiomadtico que se inspira en el suyo de 1908, pero que difiere signifi-
cativamente de él. Las peculiaridades de este sistema son expuestas por Torretti, en
Torretti, R (1998) # 1.8.5. La formulacién explicita de los fundamentos de la concep-
cién iterativa se encuentran en Godel, K. (1947).

19 La formulacién de los principios que dan lugar a la formacién de conjuntos
en sucesivos estratos, generando asi una jerarquia que es acumulativa e intrinseca-
mente inacabada, pueden resumirse de la siguiente manera:
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Hay ademas dos supuestos sobre los que la determinacién del univer-
so conjuntista se sustenta. Por un lado, el concepto de conjunto que se le adju-
dica a la teoria actual de conjuntos (la teoria matematica), es el concepto
cantoriano de conjunto® y éste se entiende como una coleccioén de objetos de
un dominio. Esto impone una aclaracion sobre qué tipo de entidad es un domi-
nio, o por lo menos, cémo se obtienen los dominios. Por otro lado, el univer-
so conjuntista sera visto como una jerarquia acumulativa de dominios cada
vez mas incluyentes y de todos los conjuntos incluidos en cada uno de estos
dominios.2! Aunque a primera vista no hay una conexién directa entre los axio-

i) Suponemos que a cada dominio D le corresponde un nuevo dominio P(D), el
dominio potencia de D. Obtenemos los dominios iterando la operacién D ?P(D) a par-
tir de un dominio bésico, éste es el dominio vacio.

ii) Continuamos la iteracion mas alla de lo finito, disponiendo de ordinales trans-
finitos, haciendo que los conjuntos se distribuyan en estratos sucesivos indicados por
estos ordinales. LA idea es mds o menos la siguiente. Si queremos continuar la itera-
ci6n mas alla de lo finito, debemos entonces contar con ciertos indices que extiendan
la sucesién de los nimeros naturales. Estos indices son los ordinales transfinitos qeu
Cantor introdujo a fines del siglo XIX. La manera en que estos ordinales se definen es
mediante un proceso de generacion y a partir del nimero cero, el menor de todos los
ordinales, con la ayuda de dos principios: a) dado un ordinal ¢, el primer principio per-
mite generar su sucesor inmediato, esto es o + 1, b) el segundo principio se aplica a cual-
quier sucesion de ordinales sin elemento mdaximo, de tal manera que se genera un limite,
esto es, el menor ordinal mayor que todos los términos de la sucesién. Con la ayuda de
los ordinales podemos ahora dar una descripcién esquematica del universo conjuntis-
ta, siendo que los conjuntos se distribuyen en estratos sucesivos, indicados por los ordi-
nales. El estrato o universo parcial correspondiente al ordinal o. es el dominio V, que
se obtiene a partir de sus predecesores, siguiendo el orden de generacién marcado por
los ordinales.

iii) Sobre esta base establecemos dos casos, que siguen los principios de forma-
cién de los ordinales: si & es un ordinal distinto de 0, definimos V', segtin como o haya
sido generado, del siguiente modo a) si &, por el primer principio, es sucesor inmedia-
to de un cierto ordinal 3 (ac= B+ 1), V es el dominio potencia de Vg;2)si B, por el segun-
do principio, es el limite de una sucesién de ordinales sin elemento méximo, en el estrato
V., no aparece nada nuevo, simplemente se acumulan todos los conjuntos ya presen-
tes en estratos anteriores.

La definicién recursiva de esta funcién ordinal se debe a von Neumann.

20 Para una presentacién de cudl es la nocién matemdtica de conjunto y su ori-
gen en la obra de Cantor, véase, Torretti, R. (1998) # 1.1 y 1.2. Un aspecto comtin entre
aquellos que hablan de una nocién matemdtica de conjunto es el de rechazar una nocién
(l6gica) asociada definicionalmente de conjunto como es la de extension de un concepto.

21 Para una exposicién detallada de estas nociones puede verse Jané, I (2004).
Alli Jané aclara la nocién de dominio diciendo que “[...] cuando digamos que ciertos obje-
tos forman un dominio, significaremos con ello que esta determinado cuédles son exac-
tamente estos objetos; no sélo si un objeto cualquiera es uno de los objetos en cuestion,
sino cudles son exactamente todos los objetos en cuestion.”, pag. 254 (el énfasis es mio).
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mas de la teoria de conjuntos, por ejemplo de ZF, con la concepcién iterati-
va, para los defensores de esta concepcién, gracias al analisis de los recur-
sos que estos axiomas introducen en cuanto a definiciones y demostraciones
que con ellos pueden formularse, se puede observar que “los axiomas impli-
can que los conjuntos se distribuyen segun la jerarquia acumulativa”.22

Lo que es relevante respecto de la posibilidad de encontrar algu-
na nocién intuitiva que explique cual es el contenido de los axiomas vie-
ne dado por la suposicién de que los axiomas pueden justificarse a partir
de la concepcién iterativa. Si esta justificacion puede llevarse a cabo, la
teoria ZF sera “una expresion en el lenguaje matematico de la concepcion
iterativa”.23 Los méas importantes intentos por justificar los axiomas de
ZF sobre la base de la concepcion iterativa se pueden encontrar en tra-
bajos de Joseph R. Shoenfield,?* George S. Boolos2® y Hao Wang.26

En términos generales, en estas propuestas se intenta justificar los
axiomas sobre la base de que éstos generan colecciones completas, las cua-
les se asocian a conjuntos, a partir de lo cual hay que explicar en qué sen-
tido estas colecciones son completas. Se describe la jerarquia acumulativa,
generada en la base de una funcién ordinal definida por una recursién trans-
finita, como el universo de conjuntos “natural” de la teoria ZF, y se sostie-
ne que los axiomas de ZF son verdaderos respecto de dicha jerarquia. El
punto clave en estas justificaciones es que en todo estrato o nivel S de la
jerarquia, toda coleccion de conjuntos que se forman en ese estrato a par-
tir del estrato precedente, se constituye como un conjunto. Pero para esta-
blecer qué estratos existen, el supuesto crucial es que ese estrato realmente
existe s6lo bajo la condicién de que podamos visualizar una situacién don-
de todos los estratos de una cierta coleccion pueden completarse. Lo que esto
pone de manifiesto es que las nociones de “formacién” y “completabilidad”
no pueden ser consideradas constructivamente.2” Esto no seria sorprenden-

22 Jané, 1. (2004), pag. 258. Jané explica esto diciendo que “a partir de estos axio-
mas [los de ZF] es posible definir el concepto de ordinal [sobre el que la jerarquia se
estructura] y demostrar que los ordinales definidos se comportan como ordinales can-
torianos, [con los que] es posible definir la sucesion de estratos y demostrar que todo
conjunto pertenece a algtn estrato.”

23 Jané, 1. (2004), pag. 258.

24 Shoenfield, J. (1977).

25 Boolos, G. (1971).

26 Wang, H. (1974).

27 En el trabajo de Jané antes mencionado, encontramos algunos elementos que
certifican esta impresion: “la concepcion iterativa que hemos descrito [no] caracteriza
propiamente a la jerarquia acumulativa, ya que no es més que un esquema, un anda-
miaje que sélo adquirira cuerpo en la medida en que demos contenido a los parame-
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te si de lo que nos ocuparamos fuera de la teoria misma y no de su funda-
mentacion filoséfica. Un aspecto caracteristico de las matematicas conjun-
tistas es el uso generalizado de métodos de inferencia no constructivos.
También se admiten de manera incondicional ciertas demostraciones de
existencia pura. Pero si a nivel de la fundamentacion la jerarquia misma
no genera constructivamente la explicacién resultante de cémo es posible
que todos los estratos pueden completarse, debera agregarsele otro elemen-
to. ;{Cual? ;jAlguna version del realismo, por ejemplo?

Sélo para ilustrar el punto, tomemos uno de los axiomas de la teoria:
consideremos el axioma de sustitucion o reemplazo, de acuerdo con el cual
(en términos intuitivos) si sustituimos los elementos de un conjunto dado por
conjuntos cualesquiera, el resultado es también un conjunto. Pero al consi-
derar al objeto asi formado, esto es, un conjunto, suponemos que se ha podi-
do completar la operacién por medio de la cual formamos la coleccion, o sea,
obtuvimos un (F(y): y €x}, donde F es una funcién con alcance sobre los ele-
mentos que pueden ocupar el lugar de “y”, tal que y £x. Pero aqui se nos pre-
senta la siguiente cuestién: F, en principio, puede contener pardmetros
arbitrarios y presuponer una cuantificacion ilimitada; pero si éste es el caso,
entonces, se estaria haciendo referencia a estratos o conjuntos ain no for-
mados. Pero entonces ;no excluye esto todo posible intento de adjudicarle
un sentido constructivo a la nocién de completabilidad aqui presupuesta para
la justificacién del axioma? Ademas, en la formacién de la jerarquia acumu-
lativa, los estratos son acumulativos, es decir, si un conjunto aparece en un
estrato, aparece también en todos los estratos ulteriores, si bien hay siem-
pre un primer estrato en el que el conjunto aparece (los elementos apare-
cen en estratos anteriores al primero en el que el conjunto aparece). Pero a
esto habria que agregar (para no trivializar la operacién de formacién) que
en la formacién de un conjunto cualquiera no disponemos “previamente” del
objeto que con ese conjunto se constituye.2® Pero entonces ;no debemos pre-
suponer, para justificar que podemos generar en nuestra jerarquia el obje-
to que se forma por aplicacién del axioma de reemplazo, de alguna manera,
que ese objeto ya existe? Y si, por otro lado, no quisiéramos admitir seme-
jante presuposicion ;jno se sustentara la fundamentacion que se pueda ofre-

tros de que depende”, pag. 259. Estos parametros son el paso de un dominio a su domi-
nio potencia y el alcance de la ilimitacion de la generacién de ordinales. En un apar-
tado posterior de este mismo trabajo, Jané agrega que “Las ideas y los conceptos con
los que forjamos la concepcién iterativa y que subyacen a la teoria axiomatica no son
formulables con precision”, pag. 262 (el énfasis es mio).

28 Salvo que “dispongamos” tenga un sentido potencial: podremos disponer de
este objeto dado que disponemos de los elementos que lo forman.
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cer del axioma maés que en el hecho efectivo de que cualquier conjunto de ope-
raciones arbitrario puede llegar a ser completado, lo que en un sentido seria
no mas que una reformulacién del axioma mismo?

Estas consideraciones, muy generales, s6lo pretenden mostrar que
la nocién de “completabilidad” no es una nocién elemental, que pueda ser
tomada en un sentido ingenuo, sino que por el contrario necesita de un tra-
tamiento y de un esclarecimiento conceptual.2? Pero m4s alla de ello, lo que
se ha puesto de manifiesto es que en el nicleo mismo del problema seman-
tico de la teoria de conjuntos estd la pregunta de qué sentido le damos a
la nocién de cuantificacién sobre todos los conjuntos. En relacién con esta
pregunta, la fundamentacién de los axiomas ofrecida a partir de la concep-
cién iterativa es colateral, o quizas un aspecto del problema mismo.

§4. La cuantificacion sobre el universo conjuntista

En este punto, hemos llegado a lo que a mi entender es el nicleo
del problema semdntico de la teoria de conjuntos: la cuestién de como
entender la cuantificacién sobre todos los conjuntos. Hay dos rasgos apa-
rentemente incompatibles en la descripcién de una jerarquia acumula-
tiva como la resefiada antes. Por un lado, existe la pretension de que
ciertos cuantificadores ilimitados con alcance sobre los ordinales tengan
su alcance sélo sobre los ordinales menores que un cierto ordinal .39 Sin
esta suposicién, como observara Kreisel,3! el significado de las expresio-
nes cuantificacionales sélo podria estar bien definido bajo el supuesto de
que hay una coleccion constituida por todas las colecciones, lo que es fal-
so para las estructuras pretendidas. Por otro lado, la intencién que sub-
yace a una cuantificacion ilimitada presupone claramente un universo
de conjuntos total, sea lo que sea lo que eso resulte ser. Estas dos propo-
siciones no son en principio contradictorias. Ademas, su interaccién pare-
ce dar fuerza al desarrollo semantico mismo de la teoria de conjuntos, aun
cuando siga haciendo falta una clarificacion filoséfica.

Ademas, pareceria que cuando usamos la légica cldsica con oracio-
nes que conllevan una cuantificacién sobre un universo conjuntista presu-
ponemos que estd perfectamente definido qué conjuntos hay. Esto puede

29 Hay en el trabajo de Boolos antes sefialado un esclarecimiento conceptual y
un tratamiento formal de la nocién de completabilidad.

30Es decir, en general, se pretende que los cuantificadores ilimitados tengan
alcance sélo sobre los conjuntos de un tipo menor que 0.

31 Kreisel, G. (1965).
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usarse como una especie de reductio para el uso de la logica clasica en este
contexto: si admitimos que la multiplicidad de todos los conjuntos es irre-
duciblemente potencial, entonces no podremos aplicar en ella la cuantifica-
cion existencial cldsica. Dos alternativas se abren: o es simplemente erréneo
aplicar légica clasica (de primer orden) en este caso,?2 o la teoria de conjun-
tos clasica es insuficiente para cubrir todas las posibles formas de agrupar
diversidades en unidades. El primer caso podria expresarse de esta mane-
ra: al formular nuestro concepto de dominio, éste no debe fundarse en la
intuicién légica de una cuantificacion ilimitada sobre todos los objetos, sino
mas vale (en un sentido que habria que desarrollar teéricamente) en algin
objeto o constructo matemdtico, no asimilable a objeto légico alguno. En el
segundo caso, la teoria clasica de conjuntos no podria distinguir el univer-
so de un “gran” conjunto que estuviera constituido por todas y sélo aquellas
formas de agrupar que se presuponen en la teoria misma.

Ahora bien, exactamente éste es el problema semantico central: la
semaéntica parece requerir de un universo que tenga la propiedad de ser
un conjunto, pero tan pronto como tratamos de determinar el dominio de
cuantificacién, éste se nos escapa de las manos, revelandose como mera-
mente un conjunto y no como “el” conjunto universal o el universo que
necesitamos. Pareceria que tenemos que enfrentarnos a una cierta ambi-
giiedad respecto de qué interpretacion es deseable para la teoria de con-
juntos. Por un lado, la teoria parece ser acerca de un cierto “universo” que
estamos tentados en concebir como andlogo a un conjunto y ademaés espe-
ramos que la formulacién de la teoria pueda dar sentido a que este uni-
verso es un conjunto.33 Pero, por otro lado, tomarlo en este sentido
traiciona nuestro deseo, ya que en definitiva involucra un uso del lengua-
je tedrico-conjuntista que no puede ser interpretado con ese mismo con-
junto como universo sin caer en paradojas.

32 Este camino es el elegido por W. Tait, en Tait, W. (1998) y también por (aun-
que con otras caracteristicas) J. Lear, en Lear, J. (1974).

33 Encontramos esta nocién en Parsons, Ch. (1983), pag. 91. Para Parson nues-
tra comprension de los cuantificadores en este contexto es esencialmente vaga. Con-
sidera entonces que agregar el concepto de clase (propia) a la teoria de conjunto hace
que: “[T]his process would be that of gradually imposing on our discourse an interpre-
tation which makes the original universe a set. Even before the introduction of clas-
ses, the application of classical logic to statements about all sets could be taken as a
first step in this direction” (Ibid., p. 219). El uso de los cuantificadores viene dado antes
que su interpretacion y la asignacién de un dominio a las variables es una operacién
esencialmente externa. Es asi como: “From this point of view, if I take your quantifiers
to range over “all” sets, this may only show (from a “higher” perspective) my lack of a
more comprehensive conception of set than yours. But then it seems that a perspecti-
ve is always possible according to which your classes are really sets” (Ibid., p. 219).
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Las posibles reacciones a la presencia de especies de aporia son inte-
resantes. Por ejemplo, se podria tratar de adoptar una vision modalista para
resolver el problema, distinguiendo entre conjuntos actuales y posibles (en
un sentido primitivo e irreducible). Otra posible reaccién consistiria en negar
la necesidad de tener una entidad conjuntista como dominio de cuantifica-
cion. Pero el significado o las implicancias filoséficas de una decisién como
ésta, en principio, no son tan claras. Podria tratarse de la expresién de una
creencia realista en el universo como una totalidad que debe ser completa-
da de alguna manera, s6lo que demasiado grande para nuestros pobres pode-
res mentales; o, en una direccién opuesta, podria tratarse de la negacion del
problema como realmente filoséfico, considerando que la meta-matematica
de la teoria de conjuntos nos podra dar una solucién técnica al mismo.

Debemos reconocer que, en los desarrollos matematicos habituales
de la teoria de conjuntos, de forma acritica se admite el universo de con-
juntos como un modelo de la teoria y se trata a este universo como si fue-
ra un conjunto, haciendo que las razones de por qué éste no es un elemento
del universo de conjuntos, i.e. no es un miembro de si mismo, se dejen en
suspenso. Las clases propias, como concepto a cuyo auxilio se apela, no
resuelven el problema, porque con ellas se rechaza qua conjunto lo que es
considerado en todos los otros respectos un conjunto. Pero resulta claro a
la vez que, si decidimos rechazar el universo de todos los conjuntos como
una totalidad bien definida e identificable con nuestra idea de dominio,
aunque las paradojas conjuntistas se bloquearan, las consideraciones
semanticas sobre la nocién de verdad en ese universo necesitaran de una
explicaciéon alternativa. Quizds necesitemos entonces de una légica de
orden superior, quizas con ello podamos formular una adecuada distincién
entre lo que es un “domino” y lo que es un “conjunto”, quizas esta distin-
cién introduzca un nuevo tipo de objeto matematico (no necesariamente
l6gico). Muchas alternativas se ciernen y en alguna medida un cierto plu-
ralismo tedrico-conjuntista pareceria ser la actitud adecuada para buscar
una solucién satisfactoria, aunque probablemente no definitiva, para la
confrontacién entre supuestos e intuiciones basicas respecto de qué es un
conjunto, qué es un universo de conjuntos y qué un dominio.

§5. Observaciones finales

Para terminar quisiera introducir algunas reflexiones generales de
un caracter, al que pomposamente podriamos denominar “meta-filos6fi-
co”, con miras a posibles soluciones para el problema seméntico de la teo-
ria de conjuntos hasta aqui esbozado. Podriamos decir que, con relacién
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a la posibilidad mencionada antes de que es simplemente erréneo apli-
car la légica clasica (de primer orden) para entender lo que hacemos cuan-
do cuantificamos sobre un dominio conjuntista de objetos, y que por lo
tanto debemos abandonar esta pretension, la solucién impone un precio
a pagar, a mi entender, demasiado alto.

La historia del trabajo matematico en teoria de conjuntos de los
ultimos cuarenta afos confirma esta impresion: quienes teorizan en este
ambito toman la légica de la manera mas inocente posible, lo que no
excluye, como ya hemos visto, importantes problemas, aunque éstos
pasen por ajenos. La actitud dominante entre quienes resaltan el carac-
ter matematico de la teoria de conjuntos, hace que todos los supuestos
o problemas semaénticos que sea necesario resolver “se descarguen” o “se
trasladen” a cuestiones matematicas como la de, por ejemplo, los cardi-
nales grandes o la de los cardinales inaccesibles.3* Las soluciones con-
ceptuales o l6gicas son desechadas en un sentido drastico: simplemente
se las ignora. jEs razonable esta estrategia? Bueno, en principio no ten-
dria por qué no serlo, sobre todo si en lo que se piensa es en resolver pro-
blemas de indole matematica. Ahora bien, también es razonable admitir
que esta estrategia, por si misma, no resuelve ningin problema filosé6-
fico, ninguno de los muchos que estan asociados con la teoria de conjun-
tos, y en todo caso, a lo sumo, lo que se hace con ellos simplemente es
rechazar su pertinencia.

Ademas, resulta curioso, desde un punto de vista filoséfico que, al
adoptar una actitud como ésta se tenga la pretensién de estar poniendo
a los problemas filoséficos en lo que se considera su correcta direccion. Esta
podria presentarse diciendo lo siguiente: dejemos que los matematicos
resuelvan sus propios problemas, sin esperar para éstos soluciones 16gi-
cas o conceptuales. Se le otorga a la filosofia un rol bien definido, aunque
éste sea meramente propedéutico; a saber, entender la naturaleza de las
soluciones matematicas.3® Para quienes la filosofia es algo més que esto,

34 Ejemplificadora de esta actitud son algunas de las afirmaciones que encon-
tramos en el trabajo de Mosterin, J. (2004), pags. 229-46. “En la teoria de conjuntos
actual [se] permite visualizar el universo conjuntista como un cono invertido. [...] la
existencia de cardinales inaccesibles, [...] dispara la altura del cono a extremos de vér-
tigo” Ibid. 231

35 Un ejemplo de una actitud como estala encontramos en el articulo de I. Jané
antes mencionado— Jané comienza su exposicion con esta frase: “Este articulo es una
reflexion filoséfica sobre la teoria de conjuntos”. (Ibid., p.247) Aunque cuando se abor-
da la tarea de dar “una interpretacion filoséfica de la teoria de conjuntos” se nos acla-
ra previamente que “Es importante, pues, distinguir la actitud del matemaético de las
del filésofo ante la teoria de conjuntos (en general ante cualquier teoria matematica),
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esta actitud no es aceptable. Claro estd que, cuanto més sea lo que pue-
da decirse y aportarse desde la filosofia de la matematica, es algo debe-
rd a su vez ser explicado.
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