NOTAS SOBRE EL “WAHRHEITSBEGRIFF”, I'

MAaRr10 GOMEZ TORRENTE

1. Introduccioén

La teoria de la verdad de Alfred Tarski ha sido, sin lu-
gar a dudas, una de las contribuciones mas importantes a la
logica en el siglo XX. Solomon Feferman ha dicho de ella que
es una de las “piedras angulares” de la logica matematica (cf.
Feferman (1988), p. 111). Ademas, ha sido un instrumento de
gran importancia en otras areas, especialmente la filosofia y
la lingtistica. Sus usos matematicos y filosoficos han sido
ampliamente estudiados, y se puede decir que hoy tenemos
un buen conocimiento de sus implicaciones.

También hay una cantidad considerable de bibliografia
acerca de aspectos histéricos relacionados con la teoria de
Tarski. El presente estudio es sobre todo una adicién a esta
bibliografia historiografica, pero pretende ocuparse de algu-
nos aspectos de la obra de Tarski a los que apenas se ha con-
cedido atencién, y proyectar una luz indirecta sobre ciertas
cuestiones logicas y filosoficas que surgen al considerarlos.
Uno de los objetivos principales del estudio es explorar un
grupo de cuestiones historicas, logicas y filoséficas relaciona-
das con el teorema de la indefinibilidad de la verdad, que
Tarski enuncié en el mismo trabajo famoso en el que presen-
t6 por primera vez de una forma detallada su teoria de la ver-
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dad. (Este trabajo es Tarski (1933), que fue traducido al ale-
man, con un importante nuevo Nachwort, como Tarski
(1935); es comun referirse a él, por el titulo de la version ale-
mana, como el “Wahrheitsbegriff”). Pero también es parte de
los objetivos del presente estudio examinar otras varias cues-
tiones importantes historica, logica y filoséficamente que sus-
cita la lectura del trabajo de Tarski.

La estructura del presente articulo es la siguiente. Es-
ta dividido en dos partes. La primera parte consta de las sec-
ciones 1 a 5. En la seccion 2 explicamos de forma muy somera
algunos aspectos del contexto historico en el que Tarski pro-
puso su teoria, prestando especial atencion a las razones por
las que el propio Tarski pensaba que era necesaria una teo-
ria de la verdad como la que €l finalmente propondria.

En las secciones 3, 4 y 5 exponemos la teoria de la ver-
dad de Tarski. Lia teoria en la forma en que se la presenta
hoy en dia en manuales de logica y filosofia del lenguaje es
muy conocida. Sin embargo, en nuestra exposicion pondre-
mos énfasis en ciertos aspectos de la forma particular que
adopta en el trabajo original de Tarski. A nosotros este tra-
bajo previo nos sera util cuando luego comentemos las cues-
tiones historicas que nos interesan, especialmente las
relacionadas con el teorema de la indefinibilidad de la ver-
dad. Una parte del material en estas secciones y alguna otra
es necesariamente expositivo; pero se acompana de varias
observaciones destinadas a rectificar algunas ideas que per-
cibo como erréneas en la bibliografia secundaria, en particu-
lar la idea de que Tarski no definio o siquiera considero en su
obra de este periodo la nocién de “verdad en una estructura”.
Desafortunadamente, la enunciacion de la mayoria de las ob-
servaciones substantivas requiere una exposicion previa de
la forma de presentacion que Tarski da a sus ideas. No pare-
ce haber una exposicion semejante en la bibliografia sobre
Tarski, que a menudo se basa en presentaciones actuales de
sus ideas, inutilizables para propositos historiograficos. Es-
pero que la exposicion del presente estudio pueda tener al-
gun valor en si misma como guia para la lectura del trabajo
clasico de Tarski.
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La segunda parte del articulo consta de las secciones 6
a 10. En las secciones 6, 7 y 8 explicamos cual es el enuncia-
do de Tarski del teorema sobre la indefinibilidad de la verdad
y damos comentarios sobre su demostracion. Aparecen cues-
tiones interesantes al comparar la forma que el enunciado del
teorema adopta con la forma que adopta en otras presentacio-
nes. En la seccion 9 estudiamos una serie de cuestiones exe-
géticas relacionadas con el material del Nachwort de Tarski
(1935), y en particular la cuestion de la exégesis correcta de
la afirmacién de Tarski de que una definicion de verdad no
puede construirse en el metalenguaje si el orden de éste no es
superior al del lenguaje objeto.

En la secciéon 10 comparamos el enunciado de la ver-
sion del teorema de la indefinibilidad por Tarski con el
enunciado de un resultado que es en cierto sentido el mismo
y que fue demostrado con anterioridad por Gédel, e indepen-
dientemente de Tarski. Lo interesante es discernir en qué
sentido el resultado de Godel es el mismo que el de Tarski.
Esta discusion aclara de forma que nos parece iluminadora
una serie de afirmaciones hechas recientemente acerca de la
prioridad (de Tarski o Godel) en el enunciado del teorema
sobre la indefinibilidad de la verdad, asi como acerca de las
motivaciones filoséficas que subyacen en los enunciados de
distintas versiones del teorema. Dicho brevemente, lo que
vendremos a defender es que si bien Goédel demostré antes
que Tarski una versiéon semantica intuitiva del teorema de
la indefinibilidad, Gédel no la publicé pues no tenia una for-
ma que le pareciera satisfactoria de enunciarla; y que mer-
ced a su profundo estudio de la nocion de verdad, Tarski
encontro la primera forma matematicamente satisfactoria, y
ademas no semadntica, de enunciar el teorema (y luego otra
forma formulada en términos de su semantica teérica, mas
comun hoy en dia que la primera formulada por Tarski, pe-
ro que en mi opinion no influye demasiado en la cuestion de
la prioridad, pues es esencialmente la misma que la anterior

de Godel).
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2. El contexto histérico

En un seminario de logica que dio en la Universidad de
Varsovia entre 1927 y 1929, Tarski demostré varios resulta-
dos en los que se hacia referencia a distintas nociones que
luego (precisamente siguiendo un uso inaugurado por Tarski)
se agruparian bajo el apelativo de ‘nociones semanticas’, en
especial resultados en los que se hacia referencia a las nocio-
nes de definibilidad y verdad en una estructura2.

Segun nos informa Vaught, ciertas dificultades encon-
tradas por Tarski para dar una forma matematicamente sa-
tisfactoria a los resultados presentados en el seminario de
1927-1929 fueron la causa de que Tarski buscara una teoria
precisa de las nociones semanticas (cf. Vaught (1974), pp.
160 ss. y (1986), pp. 870 ss.). No existia una teoria tal en
aquel momento. En particular, no existian definiciones de es-
tas nociones en términos de los conceptos aceptados en los
distintos sistemas fundacionales disenados para la recons-
truccion de la matematica clasica (por ejemplo, la teoria de
los tipos de Russell y Whitehead o la teoria de conjuntos de
Zermelo); por ello, los resultados existentes en los que se ha-
cia referencia a estas nociones no podian reconstruirse en los
sistemas fundacionales aceptados. Pero tampoco existia una
teoria axiomatica rigurosa donde se tomara a las nociones se-
manticas como primitivas.

1 Aunque hay otros usos anteriores, el uso del término ‘semantica’
para nombrar a una teoria que trata de las nociones de verdad, verdad en
una estructura, satisfacibilidad, denotacion, definibilidad, etc. se debe, por
lo que yo sé, a Tarski (Church (1956), p. 64, n. 140, coincide). En el resu-
men Tarski (1932), Tarski habia usado la palabra ‘semasiologia’. Puede te-
ner interés observar que Ramsey, al agrupar todas esas nociones bajo un
mismo nombre para distinguir el tipo de las paradojas a que dan lugar de
las paradojas de la teoria de conjuntos, las llamé ‘epistemoldgicas’ (cf. Ram-
sey (1925), p. 184). Gidel recoge el uso de Ramsey (cf. Godel (1931), pp.
148-149, n. 14). :

2 Robert Vaught nos informa sobre algunos de estos resultados, y
sobre la importancia que el seminario de 1927-1929 tuvo en el desarrollo
de la semdntica por Tarski, en Vaught (1974) y (1986).
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A pesar de todo, los resultados acerca de nociones se-
manticas eran importantes y aun moderadamente abundan-
tes en el momento en que Tarski publica en 1933 la version
original, en polaco, de su trabajo clasico sobre la verdad. El
propio Tarski pasa revista en su trabajo a algunos de los re-
sultados mas importantes en este terreno, mencionando, en-
tre otros, el teorema de complecion de Goédel (1930) y distin-
tas versiones del teorema de Lowenheim-Skolem (cf. Tarski
(1933), pp. 240-241, esp. p. 240 n. 1 y p. 241 n. 2). Todos es-
tos resultados usan la nocion de ser verdadera una oracion en
una estructura, o nociones funcionalmente equivalentes. Y
Tarski dice que:

“es evidente que todos estos resultados sélo reciben un conte-
nido claro y pueden ser demostrados de una forma exacta si se
acepta como base de la investigacién una definicién concreta
y formulada de forma precisa de [la nocién de] oracion verda-
dera.” (Tarski (1933), p. 241).

El objetivo de Tarski en su serie de trabajos sobre nocio-
nes semanticas es precisamente proponer definiciones formu-
ladas de forma precisa de esas nociones, definiciones
formuladas en términos de nociones que sean matematica-
mente aceptables, y en particular aceptables en alguno de los
sistemas fundacionales imperantes (el sistema escogido por
Tarski variara con el tiempo, como veremos). Si es posible dar
definiciones apropiadas de esas nociones, los teoremas que
hacen referencia a ellas podran ser formulados haciendo uso
de las nociones definidas, y la inquietud descrita por Tarski
en el texto citado habra quedado aliviada. La alternativa de
tomar a las nociones semanticas como primitivas es también
considerada por Tarski en varios lugares, pero claramente
pretende evitarla si es posible. La razoén es, sin duda, que en
la alternativa axiomatica el riesgo de que subsistan formas
de generar las antinomias semanticas para los primitivos
semanticos del sistema no es desdenable (cf. Tarski (1933),
P. 255); en cambio, con el procedimiento definicional la con-
sistencia de la definicion dependera exclusivamente de la



10 MARIO GOMEZ TORRENTE

consistencia de la teoria en la que se formule, que por hipéte-
sis habra de ser una teoria fundacional cuya consistencia ten-
gamos razones para aceptar.

El primer trabajo donde se muestra como definir una de
las nociones semanticas es Tarski (1931), donde Tarski exa-
mina un lenguaje en el que es posible formalizar la aritméti-
ca de los numeros reales, y da una definicion recursiva de la
nocion de “conjunto definible de nimeros reales” (definible en
ese lenguaje) (cf. 1a Def. 9, en Tarski (1931), p. 128). La defi-
nicion depende de otras que son un poco alambicadas; hoy de-
finiriamos una nocion similar de forma mas simple con ayuda
de la definicion de verdad que el propio Tarski publicaria dos
anos después. Pero la esencia de la definicion tarskiana de la
nocién de verdad se halla ya aqui. En este trabajo encontra-
mos también, como era de esperar, la preocupacién tarskiana
por las cuestiones de precision y rigor fundacional, y halla-
mos asimismo una reveladora afirmacion acerca de la actitud
de los matematicos ante la nocién de definibilidad, que podria
extenderse a otras nociones semanticas:

“la desconfianza de los matematicos hacia la nocién en cues-
tion la refuerza la opinidon actual segun la cual esta nocion se
encuentra fuera por completo de los limites de la matemati-
ca. Los problemas de hacer su significado mas preciso, de eli-
minar las confusiones y malentendidos conectados con ella, y
de determinar sus propiedades fundamentales pertenecen a
otra rama de la ciencia —la metamatematica.” (Tarski

(1931), p. 110).

En su trabajo clasico sobre el concepto de verdad Tars-
ki presentara un método de aplicacion muy general que per-
mite definir un predicado intuitivamente adecuado de verdad
para oraciones de un gran numero de lenguajes formalizados,
y que lo hace usando sélo conceptos matematicos no sospecho-
sos en los definientia. Al mismo tiempo, Tarski muestra como
en términos de la nocion definida de verdad pueden darse de-
finiciones intuitivamente adecuadas de las nociones semanti-
cas de definibilidad y denotacion, e indica como de una forma




ANALISIS FILOSOFICO 1

analoga a la usada para definir verdad es posible definir la
nocion de verdad en una estructura. Ello le permite concluir
que la aceptabilidad y el rigor de los “recientes estudios me-
todoldgicos” (de Lowenheim, Skolem, Gédel y el propio Tars-
ki, entre otros) han sido vindicados (cf. Tarski (1933), p. 266).

3. La estructura del metalenguaje y la convencion T

En esta seccion y la siguiente veremos cual es el méto-
do de Tarski para definir el predicado de verdad para varios
lenguajes, tal como lo presenta en Tarski (1933) y Tarski
(1935). Al tiempo que lo hacemos, pondremos énfasis en cier-
tos aspectos de esta presentacion que, en las secciones si-
guientes, nos sera util haber considerado.

Lo primero que hay que subrayar, como hace el propio
Tarski, es que su método es eso: un metodo para dar defini-
ciones de predicados de verdad para lenguajes particulares.
No es una definicion general de un predicado unico de verdad
o de un predicado relacional de la forma “O es verdadera en
L” que es satisfecho por pares oracién-lenguaje. Dado un len-
guaje particular L, el método de Tarski nos indica como dar
una definicion de un predicado monadico “es OV en L” que es
satisfecho intuitivamente precisamente por las oraciones ver-
daderas de L. Es importante notar que un lenguaje formal es
para Tarski no meramente una sintaxis interpretada, sino
una sintaxis interpretada para la que se enuncia también un
conjunto de axiomas y reglas de inferencia especificados de
manera efectiva (cf. Tarski (1933), p. 166). El término ‘len-
guaje’ suele usarse actualmente en logica para referirse a sin-
taxis interpretadas, o incluso meramente para ciertos tipos
de sintaxis. En este trabajo, cuando expongamos a Tarski se-
guiremos su uso del término, sin entrar en la cuestion de si
es mas o menos afortunado que el uso actual.

La definicion de “es OV en L” se formula en un metalen-
guaje apropiado para L. En un metalenguaje tarskiano para
L, y por tanto en el definiens de esa definicion, apareceran so6-
lo tres tipos de términos: (1) términos de la sintaxis de L, en
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particular expresiones para nombrar a todas las expresiones
de L, y expresiones que denoten ciertas operaciones definidas
sobre expresiones de L, como la operacion de concatenacion
de expresiones de L (cf. Tarski (1933), p. 211); (2) términos de
“un cardcter logico general, sacados de un sistema lo suficien-
temente desarrollado de logica matematica” (Tarski (1933),
p. 170; cf. también p. 211), es decir, aparato logico-matemati-
co que hoy veriamos como de naturaleza esencialmente con-
juntista, pero que para Tarski ha de poder sacarse de uno de
los sistemas fundacionales existentes; su preferencia particu-
lar en (1933) es un sistema que es una version de la teoria
simple de los tipos finitos, y que describiremos mas adelante;
su preferencia —y sus necesidades— cambian en (1935); en
cualquier caso, ese aparato logico-matematico debe contener
simbolos para conectivas y cuantificadores y recursos para
hablar de nociones como pertenencia, inclusion, funciones,
secuencias finitas e infinitas, cardinalidad de conjuntos, etc.;
(8) por ultimo, deberan aparecer también los términos cons-
tantes especificos de L o traducciones suyas al metalenguaje
(cf. Tarski (1933), pp. 210-211); a menudo, puesto que L sera
un lenguaje disenado para formalizar alguna disciplina ma-
tematica que podra ser reconstruida en el sistema fundacio-
nal cuyos términos aparecen en el grupo (2), no sera
necesario anadir términos especiales en el grupo (3). Todas
las definiciones técnicas de Tarski, y en concreto las de nocio-
nes semanticas, contendran exclusivamente términos de los
grupos (1), (2) y (3). Esto es esencial para los propositos fun-
dacionales de Tarski, pues el uso de otros tipos de términos
podria llevar a contradicciones, problemas de claridad u otras
dificultades.

Correspondientes a los grupos (1) y (2) se especificaran
axiomas sobre la sintaxis de L y axiomas y reglas de inferen-
cia de caracter logico-matematico “que basten para un siste-
ma suficientemente amplio de logica matematica” (Tarski
(1933), p. 173; cf. también p. 211). Estos axiomas seran la ba-
se de la metateoria para L. Axiomas sobre la sintaxis de L se-
ran, por ejemplo, que el cuantificador universal es una
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expresion de L (si el cuantificador universal es una expresion
de L) o que la concatenacion de dos expresiones cualesquiera
de L es una expresion de L. Axiomas y reglas de caracter 16-
gico-matematico seran, por ejemplo, axiomas y reglas de la 16-
gica de enunciados y de la logica cuantificacional, y axiomas
apropiados para la teoria fundacional que se esté usando, por
ejemplo, en el caso de la teoria de los tipos finitos, axiomas
apropiados de extensionalidad, comprension e infinitud. Por
ultimo, correspondientes al grupo (3) de términos, se especi-
ficaran axiomas y reglas que reproducen o traducen los axio-
mas y reglas del lenguaje objeto L (cf. Tarski (1933), p. 211).

Dar una formulacién general y abstracta de su método
para definir el predicado OV en el metalenguaje apropiado pa-
ra un lenguaje L cualquiera de los que Tarski tiene en mente
seria una tarea algo ardua y, lo que es peor, la descripcion re-
sultante no seria muy iluminadora. Por ello Tarski decide
ilustrar su método describiendo su aplicacion a un lenguaje
particular especialmente simple, que €l llama ‘el lenguaje del
calculo de clases’ (LLCC). Nosotros presentaremos una version
“modernizada” de LCC, que sdlo difiere de la version de Tars-
ki en que usa una notacion habitual hoy en dia para la forma-
cion de féormulas logicamente complejas en lugar de la
notacion polaca (de Lukasiewicz) usada por Tarski; esto hara
las cosas mas faciles sin afectar en nada a la sustancia.

Los signos primitivos de LLCC son el cuantificador univer-
sal (V), el signo de disyuncion (‘v’), el signo de negacion (=),
paréntesis (‘C, )), un predicado diadico (T), la letra X', y un
acento subindice () para generar w variables por posposicién
a ‘X’ (para abreviar, usaremos la notacion k.’ para la variable
en que la letra X’ va seguida de un numero positivo n de acen-
tos subindices). El recorrido de las variables en la inter-
pretacion deseada de LCC es el conjunto de todas las subclases
de la clase de todos los individuos (del universo). El significado
deseado de ‘T’ es la relacion de inclusion entre subclases de esa
clase. Las intepretaciones de los otros signos logicos® son las

3 ‘T es también un signo légico, como subrayaremos luego.
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normales. Las formulas atémicas son las de la forma Ix x. Las
formulas complejas se obtienen por las operaciones de
negacion, disyuncion (rodeada por paréntesis) y cuantificacion
universal con respecto a las variables.

En el metalenguaje para LCC hay, como dijimos, nom-
bres para todas las expresiones de LCC (es decir, para las se-
ries finitas formadas por signos primitivos de LCC). Esto se
consigue incluyendo en ese metalenguaje nombres para los
signos primitivos y obteniendo nombres para las otras expre-
siones por aplicaciones sucesivas de la funcion binaria de con-
catenacion. A estos nombres de expresiones en el metalenguaje
Tarski los llama ‘nombres descriptivo-estructurales’ (y los
distingue de los ‘nombres por entrecomillado’ disponibles en
el lenguaje escrito usual, asi como de otros nombres para ex-
presiones). Tarski también tiene un sistema para abreviar en
el metalenguaje nombres descriptivo-estructurales, y en ge-
neral expresiones de naturaleza descriptivo-estructural que
contengan variables metalingliisticas que varien sobre expre-
siones del lenguaje objeto. Este sistema es de dificil legibili-
dad y no lo explicaremos. De nuevo sin afectar a la sustancia
de lo que nos interesa en este trabajo, usaremos aqui el cono-
cido artificio de las semicomillas (debido a Quine (1951), § 6)
para abreviar expresiones de naturaleza descriptivo-estruc-
tural. Con este artificio podemos abreviar, por ejemplo, la ex-
presion ‘el cuantificador universal’ por medio de la expresion
V7; la expresion ‘la expresion formada concatenando el cuan-
tificador universal con la primera variable con la letra i ma-
yuscula con la primera variable con la primera variable, en
ese orden’, por medio de la expresion [VxIxx ], y la expre-
sion ‘la expresion formada concatenando el cuantificador uni-
versal con la n-ésima variable con la letra i mayuscula con la
n-ésima variable con la n-ésima variable, en ese orden’, por
medio de la expresion TVx Ix x I

La comodidad de estas abreviaturas es cosa sabida. Sin
embargo, no parece haber una conciencia general de que no
todo lo que se puede hacer con la notacion de Tarski puede
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hacerse con la notacion de Quine. En particular, la notacion
de Tarski se puede usar para abreviar expresiones que hacen
referencia a disyunciones (u otras operaciones proposiciona-
les similares) con un nimero variable de miembros, asi como
expresiones que hacen referencia a ristras de un numero va-
riable de cuantificadores (cf. Tarski (1933), pp. 175-176),
mientras que la notacion de Quine debe como minimo modi-
ficarse para esos propositos. Asi, por ejemplo, con la notacion
de Tarski puede decirse facilmente y sin recurrir a “puntos
suspensivos” que para cualquier entero positivo n y cualquier
formula F'la expresion Vx,...Vx_F es una férmula, pero no en
la notacion de Quine. (Nétese que ‘[Vxl...Van" no es una
abreviatura quineana con sentido).

Usando sus abreviaturas Tarski da definiciones inta-
chablemente rigurosas de ‘formula’ (Tarski usa ‘funcion ora-
cional’ como sinénimo de ‘féormula’), ‘aparecer libre una varia-
ble x_ en una formula F’ y ‘oracién’, siempre referidas a LCC.
Esas definiciones son similares a las que encontramos en
cualquier libro de légica reciente para lenguajes como LCC
(aquéllas son mas rigurosas que la mayoria de éstas, pues
Tarski fue uno de los que nos mostraron la forma de “relajar-
nos”): las dos primeras son definiciones recursivas que se
pueden hacer explicitas a la manera de Frege y Dedekind
cuantificando sobre conjuntos de expresiones de LCC (lo cual
es posible hacer en el metalenguaje para LLCC); la tercera de-
fine una oracion como una formula en la que ninguna varia-
ble aparece libre.

Siguiendo sus propios requisitos, Tarski también da un
calculo deductivo para LCC. Este calculo tiene como base un
sistema de axiomas y reglas de inferencia logicas y anade co-
mo axiomas acerca de la nocion de inclusion cinco postulados
que conforman un sistema equivalente a uno ofrecido por
Huntington en 1904. Luego define en el metalenguaje los pre-
dicados ‘O es una oracién demostrable a partir de un conjun-
to de oraciones X’ y ‘O es una oraciéon demostrable’ (en el
calculo deductivo de LCC).
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Después Tarski pasa a indicar ¢dmo es posible definir
un predicado ‘es OV’ que intuitivamente sera coextensional
con el predicado natural de verdad para oraciones de LCC.
En primer lugar, Tarski enuncia su famosa ‘convencion T*.
La convencién T es una definicién enunciable en el metame-
talenguaje de LCC (similares definiciones, o “convenciones T”
se enunciaran en los metametalenguajes de otros lenguajes
para los que queramos definir un predicado coextensional con
el predicado intuitivo de verdad), y que intuitivamente da
condiciones necesarias y suficientes para que un predicado ‘es
OV sea coextensional con el predicado natural de verdad pa-
ra oraciones de LCC. La convencion T para LCC, por ejemplo,
dira:

una definicion formalmente correcta de un simbolo OV es una
definicion adecuada de verdad si y solo si tiene como conse-
cuencias (mddulo el sistema deductivo de la metateoria):

(o) todas las oraciones que se obtienen a partir de la ex-
presion ‘OV(x) si y sélo si p’ reemplazando el simbolo ‘x’ por
un nombre descriptivo-estructural de una oracién cualquiera
de LCC y el simbolo ‘p’ por la expresion que es la traduccion
de aquella oracién al metalenguaje;

(B) la oracién ‘para todo x, si OV(x) entonces x es una ora-
cion de LCC'.

Con lo de que una definicion sea formalmente correcta
Tarski quiere decir que se ha de construir usando reglas no
controvertidas para dar definiciones de nuevas expresiones
en términos de expresiones ya disponibles y que sélo ha de
contener expresiones de los grupos (1), (2) y (3) del metalen-
guaje mencionadas mas arriba.

4 La T’ es porque ‘truth’ empieza con ‘t), y el inglés es el idioma en
que mas se ha hablado de la convencién. En el original polaco la conven-
cion lleva el nombre ‘P, en el alemdn el nombre ‘W’ y en castellano podria
llevar el nombre V. Como a estas alturas podria ser confuso usar otro nom-
bre que T, ese sera el nombre usado aqui. Podemos, si lo deseamos, fingir
que la ‘T" esta ahi por Tarski.
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Como Tarski observa en Tarski (1933), p. 188, n. 1, una
vez sometida la metateoria al proceso de formalizacion seria
facil dar definiciones precisas en la metametateoria de nocio-
nes como “definicion formalmente correcta”, “nombre descrip-
tivo-estructural”, “traduccion de una oracion de LCC al
metalenguaje de LCC”, etc.

4Cual es el motivo por el que podemos pensar que la
convencién T enuncia una condicién necesaria y suficiente
para que ‘OV’ sea coextensional con el predicado natural de
verdad para las oraciones de LCC? El motivo lo da un argu-
mento intuitivo como el siguiente. Sea ‘OV’ un predicado de-
finido cuya definicion satisface la convencion T. Supongamos
primero que ‘P’ es una oracion de LCC que satisface el predi-
cado ‘OV’% (independientemente de si la oracion metalingtiis-
tica “OV(p’)” es demostrable en la metateoria); en otras
palabras, supongamos que OV(‘p’). Sabemos que “OV(‘p’) siy
solo si p” es demostrable en la metateoria, y por tanto que es
verdadera (pues los axiomas de la metateoria son intuitiva-
mente verdaderos y sus reglas de inferencia solo llevan de
verdades a verdades); asi, por nuestro supuesto, podemos
concluir que p, y por tanto que ‘p’ es verdadera en el sentido
intuitivo. Por otro lado, supongamos que ‘p’ es verdadera en
el sentido intuitivo; entonces p, y asi, por el mismo razona-
miento que antes, OV(‘'p)).

Un argumento relacionado con este es ofrecido en Coffa
(1991), pero contiene un extrano error acerca de la naturale-
za del razonamiento requerido. Coffa dice:

“Si un predicado ‘Tr*’ que se aplica s6lo a oraciones de OL [el
lenguaje objeto] también satisface la convencion (T), entonces
para cada oracion X de OL seremos capaces de probar en ML
[el metalenguaje] que Tr*(X)=p [sic; ‘=" parece haber de subs-
tituirse por un bicondicional]; por tanto, Tr*=Tr [‘Tr es el
predicado definido de verdad]. Dado el supuesto (obvio para

5 No somos completamente rigurosos en el uso del entrecomillado en
la exposicion de argumentos que, como en este caso, ganan claridad como
resultado.
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Tarski) de que los teoremas metalingiiisticos son verdaderos,
tenemos pues que una oracion X de OL sera un caso particu-
lar [(instance’)] de ‘Tr’ precisamente cuando su traduccion p
(y por tanto X misma) sea verdadera.” (Coffa (1991), p. 296).

El error contenido en este pasaje es, desde luego, que
una prueba metalingiiistica de que todo predicado de oracio-
nes del lenguaje objeto que satisfaga la convencion T es coex-
tensional con ‘77 no implica nada acerca de la relacion entre
“Tr’ y el predicado intuitivo de verdad. La razon es que el pre-
dicado intuitivo de verdad no es un predicado del que se pue-
da hablar, o que pueda aparecer como valor de las variables
metalingiiisticas para expresiones, en un metalenguaje tars-
kiano (so pena de introducir dudas acerca de su consistencia);
por tanto, el argumento de Coffa no establece nada acerca de
él. Solo un argumento intuitivo no formalizable en un meta-
lenguaje tarskiano puede establecer la coextensionalidad de
un predicado definido de verdad con uno intuitivo.

El razonamiento intuitivo no aparece en Tarski, y sin
duda no lo habria considerado un razonamiento matematica-
mente satisfactorio (aunque se aproxima mucho a él en Tars-
ki (1933), p. 187, y atin mas en Tarski (1944), § 4). Pero da
una idea del tipo de consideraciones informales que sin duda
justificaron para €l el desideratum de que una definicion del
predicado deseado ‘OV satisfaga la convencion T. Lo que bus-
ca Tarski puede resumirse, pues, asi: busca un predicado de-
finible con ayuda exclusivamente de los términos de los
grupos (1), (2) y (3) del metalenguaje y que satisfaga la con-
vencion T (y del que pueda demostrarse que lo hace —en la
metametateoria).

4. La definiciéon de conceptos semanticos

La forma en que Tarski logra definir un predicado se-
mejante es conocida. Tarski observa que aunque surge la idea
de dar una definicion recursiva directa del predicado ‘OV,
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“en general las oraciones compuestas no son de ningun modo
compuestos de oraciones simples. Las funciones oracionales si
surgen de este modo de funciones elementales, es decir, de inclu-
siones; las oraciones son por el contrario ciertos casos especiales
de funciones oracionales. En vista de este hecho, no puede dar-
se ningin método que nos permita definir directamente por me-
dios recursivos el concepto requerido.” (Tarski (1933), p. 189).

(Notese que esta observacion no excluye la posibilidad
de que para algunos lenguajes sea posible dar una definiciéon
recursiva directa de ‘OV’. Pero en general sera imposible es-
pecificar un conjunto de oraciones que pueda servir como ba-
se para una recursion apropiada.) Sin embargo, continua,

“se presenta la posibilidad de introducir un concepto mas ge-
neral que sea aplicable a cualquier funcion oracional, pueda
ser definido recursivamente, y que, cuando se aplique a ora-
ciones, nos lleve directamente al concepto de verdad. Estos
requisitos los cumple la nocion de la satisfaccion de una fun-
cion oracional dada por objetos dados, y en el caso presente
por clases dadas de individuos.” (Tarski (1933), p. 189).

Tarski define entonces recursivamente la nocion de sa-
tisfaccion de una férmula cualquiera F por una secuencia in-
finita f (con dominio los enteros positivos y recorrido incluido
en la clase de las subclases del dominio de todos los indivi-
duos). Intuitivamente, F es satisfecha por f cuando F es “ver-
dadera” si interpretamos cada variable libre x, que aparezca
en F como si fuera un nombre de la clase f,. La definicién es
la siguiente (usando nuestra notacion):

La secuencia infinita de clases f satisface la formula F'si y s6-
lo si fy F son tales que o bien (o) existen numeros naturales
k y 1 tales que F=Ix,x,' y £,Cf;; o (B) hay una férmula G tal que
F='.G'y fno satisface la férmula G; o (y) hay férmulas Gy H
tales que F=(GvH)'y fsatisface G o f satisface H; o finalmen-
te (8) hay un numero natural k y una férmula G tales que
F=Vx, G'y toda secuencia infinita de clases que difiera de f a
lo sumo en el lugar k-ésimo satisface la formula G. (cf. Tars-
ki (1933), p. 193).
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De nuevo Tarski subraya que esta definicion recursiva
puede ponerse en forma explicita o normal (cf. Tarski (1933),
p- 193, n. 1). La definicion explicita es la siguiente:

La secuencia infinita de clases f satisface la formula F'si y so-
lo si el par <f, F> pertenece a toda relacion R entre secuen-
cias y formulas tal que () si existen numeros naturales k y [
tales que G='Ix,x,' y g,Cg,, entonces <g, G> pertenece a R; ()
si <g, G> no pertenece a R, entonces <g, [-G™> pertenece a R;
(y) si <g, G> pertenece a R o <g, H> pertenece a R, entonces
<g, (GvH)"> pertenece a R; (d) para todo nimero natural k y
formula G, si toda secuencia infinita de clases h que difiera
de una secuencia g a lo sumo en el lugar k-ésimo es tal que
<h, G> pertenece a R, entonces <g, 'Vx,G'> pertenece a R.

A continuacion Tarski observa que la definicion de satis-
faccion tiene como consecuencia que el que una secuencia [ sa-
tisfaga una formula F o no solo depende de lo que f asigne a (los
subindices de) las variables que aparezcan libres en F. (Esta
observacion se pone mas adelante en forma mas precisa, en el
Lema A, segun el cual, “Si la secuencia f satisface la funcion
oracional F, y la secuencia infinita de clases g es tal que para
todo k, f,=g, si v, es una variable libre de F, entonces la secuen-
cia g también satisface la funciéon F” (Tarski (1933), p. 198).)
Esto quiere decir que si F es una oracion —una férmula sin va-
riables libres— entonces o toda secuencia satisface F o ningu-
na lo hace. Ademas, la definicion de satisfaccion se ha construi-
do de forma que las oraciones intuitivamente verdaderas son
las del primer tipo, las satisfechas por toda secuencia, y por
tanto es posible definir de esta forma el predicado ‘OV”:

O es OV si y solo si O es una oracion de LCC y toda secuen-
cia infinita de clases satisface O. (cf. Tarski (1933), p. 195).

La comprobacion de que esta definicion es apropiada se
haria demostrando en la metametateoria que es una “defini-
cion adecuada de verdad” en el sentido de la convencion T.
Ello requeriria la formalizacion de la metateoria, tarea ardua
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donde las haya que Tarski no esta dispuesto a realizar. Sin
embargo, el hecho es intuitivamente claro y Tarski se confor-
ma con mostrar como se demostrarian en el metalenguaje al-
gunos bicondicionales de los mencionados en la parte (o) de
la convencion T,

Usando la definiciéon de satisfaccion, o construyendo de-
finiciones analogas, Tarski da definiciones de otros conceptos
semanticos, como definibilidad y verdad en un dominio (siem-
pre para LCC). La nocidn de definibilidad la obtiene primero
definiendo “una féormula F define un conjunto P de clases (de
individuos)”: F define a P si y sdlo si hay una variable x, que
es la unica variable libre de F' y tal que para toda secuencia
f, f satisface F'siy solo si f, pertenece a P. Luego se define de-
finibilidad asi: un conjunto P (de clases de individuos) es de-
finible (en LLCC) si y sdlo si hay alguna férmula (de LCC) que
lo define (cf. Tarski (1933), p. 194, n. 1).

La definicion de verdad en un dominio se da de forma
muy similar a la definicién de verdad. Primero Tarski define
la nocion de satisfaccién d2 una formula por un dominio con
respecto a una secuencia, como sigue (usando nuestra nota-
cion):

El dominio d satisface la férmula F con respecto a la secuen-
cia infinita f de subclases de d si y sélo si fy F son tales que
o bien (o) existen nimeros naturales k y [ tales que F='Ix,x/'
y £,.Cf; o (B) hay una férmula G tal que F='-G' y d no satisfa-
ce la formula G con respecto a f; o (y) hay formulas Gy H ta-
les que F='(GvH)'y d satisface G con respecto a f o d satisfa-
ce H con respecto a f; o finalmente (6) hay un numero natural
k y una férmula G tales que F='Vx,G' y para toda secuencia
infinita de clases g que difiere de f a lo sumo en el lugar k-ési-
mo, d satisface la formula G con respecto a g. (Cf. Tarski
(1933), p. 200).

Luego verdad en un dominio se define asi: O es una ora-
cién verdadera en un dominio d si y sélo si O es una oracién

y O es satisfecha por d con respecto a toda secuencia f de sub-
clases de d (cf. Tarski (1933), p. 200).
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El procedimiento de Tarski de explicar su método para
la definicién de conceptos semanticos por medio del caso par-
ticular de LCC ha dado lugar en este caso a lo que en mi opi-
nion son algunos errores de apreciaciéon. Varios autores han
sostenido, en particular, que con base en Tarski (1933) y en
su obra de este periodo, no es posible concluir que Tarski de-
finiera entonces la nocion de verdad en una estructura, o, de
manera algo mas fuerte, que se puede concluir que no la de-
finio ~incluso si tenia a su disposicion los instrumentos teori-
cos para hacerlo. Veamos las razones de esos autores, para
después argumentar que no son concluyentes y que son en
realidad demostrablemente incorrectas.

Wilfrid Hodges relata lo que llama

“una experiencia desconcertante. Lei la famosa monografia
de Tarski ‘El concepto de verdad en los lenguajes formaliza-
dos’ para ver lo que él mismo dice acerca de la nocion de ver-
dad en una estructura. La nocién simplemente no estaba alli.
Esto parecia curioso, de manera que miré en otros articulos
de Tarski. Por lo que yo pude descubrir, la nocidén aparece por
primera vez en la alocucién Tarski (1952) al Congreso Inter-
nacional de Matematicos de 1950 y en su articulo Tarski
(1954). Pero incluso en estos articulos no la define. (...) Creo
que la primera vez que Tarski presento explicitamente su de-
finicidon matemadtica de verdad en una estructura fue en Tars-
ki y Vaught (1957).” (Hodges (1985/6), pp. 137-138).

Hodges concluye que Tarski debio ver algun tipo de di-
ficultad entraniada por la nocion de estructura, al menos en
sus articulos tempranos, y que sélo cuando se convencio de
que no la habia empezo a hablar de la nocién y a definirla por
medio de su aparato semantico. Hodges no hace muchas o
muy claras hipotesis sobre cual pudo haber sido esa dificul-
tad, pero identifica claramente tres “partes de la definicién de
verdad en una estructura que estdan ausentes de los trabajos
tempranos de Tarski” (Hodges (1985/6), p. 138), y cuya au-
sencia cabe suponer relacionada con la dificultad vista por
Tarski.
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La primera de esas partes es la nocion misma de estruc-
tura, en cuanto que distinta de la nocién de secuencia infini-
ta de asignaciones posibles a las variables. “Una secuencia
infinita de objetos no es en absoluto lo mismo que una estruc-
tura. Por ejemplo, los grupos finitos no son secuencias infini-
tas de objetos, y no hay una manera natural de convertirlos
en secuencias infinitas de objetos” (Hodges (1985/6), p. 138).
La segunda nocion ausente en el Tarski temprano es “la dis-
tincion entre variables y constantes no-légicas” (Hodges
(1985/6), p. 42). Las constantes no-logicas de un lenguaje for-
mal de primer orden son susceptibles de recibir interpretacio-
nes distintas en distintas estructuras, pero no por ser
variables de esos lenguajes, que son susceptibles de recibir
interpretaciones distintas dentro de una misma estructura.
“Cuando nos preguntamos si la ley conmutativa es verdadera
en un grupo, hemos de mantener un nombre fijo para la ope-
racion de producto del grupo, pero no tendria caso asignar
elementos del grupo a todas las variables libres del lenguaje
formal” (Hodges (1985/6), p. 146). La tercera nocién ausente
es “la nocion de un simbolo constante no interpretado que reci-
be una interpretacion al ser aplicado a una estructura particu-
lar” (Hodges (1985/6), p. 147). Esta es una nocién habitual en
algebrab, pero segun Hodges “Tarski parece haber tenido extre-
mado cuidado de no mencionar esta nocion, tanto en los anos
30 como mas tarde” (Hodges (1985/6), pp. 147-148).

Aunque Hodges no menciona la definicion por Tarski de
la nocion de verdad en un dominio en Tarski (1933), cabe su-
poner que esta nocion le parecio en su lectura una nocion es-
pecifica que Tarski no veia o no pudo ver como ilustracion de
un método general para definir 1a nocién de verdad en una es-
tructura, seguramente por razones relacionadas con la au-
sencia en Tarski de las partes de la nocion de estructura que
aisla Hodges, o por otras razones. Un autor inspirado en Hod-

6 Habitual, aunque no interviene necesariamente en el caso de la
nocion de verdad en una estructura para todos los lenguajes de primer or-
den —muchos tienen interpretaciones deseadas 1inicas.
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ges, Milne (1999), ofrece algunos argumentos en este sentido,
dos de los cuales explicaremos someramente.

El primero de estos argumentos consiste en senalar que
los dominios de las variables de LCC no son los mismos que
los dominios con respecto a los cuales puede ser verdadera o
falsa una oracion de LCC: “en Tarski (1935) el dominio rno tie-
ne por qué ser el recorrido de los cuantificadores de primer
orden. En el caso del calculo de clases, el dominio esta un or-
den por debajo del recorrido de los cuantificadores de primer
orden” (Milne (1999), p. 154). Por tanto, concluye Milne,
Tarski no podia estar viendo su nocion de verdad en un domi-
nio para LCC como ilustraciéon de un método para definir la
nocion de verdad en una estructura de primer orden. La ra-
zon de Milne parece ser que esta nocion presupone que no tie-
ne sentido que el dominio de cuantificacién sea otro que el de
la interpretacion, y en Tarski esto tiene sentido para LCC. Si
LCC es un lenguaje de primer orden Tarski deberia haber re-
chazado que el dominio de una interpretacion para el lengua-
je fuera otro que su dominio de cuantificacion, pero no lo hizo.

El segundo de estos argumentos se basa en la idea de
que cuando Tarski considera la cuestion de si una oracion es
consecuencia logica de otras o independiente de otras, no con-
sidera interpretaciones alternativas del lenguaje en las que
varie el dominio de unas a otras. Segun Milne, para Tarski
una oracion conclusion se sigue de otras cuando, una vez fija-
do el dominio de su lenguaje comun, la oracion conclusion re-
sulta ser verdadera en todas las interpretaciones sacadas de
ese dominio en las que las otras oraciones son verdaderas: “la
consecuencia légica queda determinada por el cambio de in-
terpretacion del vocabulario no-lé6gico exclusivamente” (Mil-
ne (1999), p. 1568). Milne se basa en esto para pensar que
Tarski no disponia en esta época de la nocion de estructura,
pues es esencial a esta nocion que un mismo lenguaje tenga
estructuras con diferentes dominios. Milne busca apoyo para
su tesis en la observacion de que Tarski (1936) no menciona
explicitamente el cambio de dominio en su esbozo de defini-
cion de la nocion de consecuencia logica. Milne comparte aqui
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una (en mi opinion sorprendentemente) popular exégesis de
Tarski (1936) que parece haberse originado en Corcoran
(1972), p. 43, y que aparece en varios escritos de Etchemendy
(veéase por ejemplo, Etchemendy (1988), p. 73)".

Examinemos los argumentos de Hodges y Milne. Quiza
el argumento mas claramente falaz sea el primero de Milne.
Sin duda en una interpretacion para un lenguaje de primer or-
den el dominio ha de coincidir con el dominio de cuantificacion.
Pero eso solo apoya la tesis de Milne dado el supuesto de que
LCC sea un lenguaje de primer orden. La realidad es que LCC
es un lenguaje de segundo orden, tanto en el sentido que tiene
esta expresion hoy en dia como en el que tiene en Tarski (1933)
(cf. p. 220)8: es de segundo orden porque las variables de tipo

7 Un tercer argumento de Milne no es expresado de manera muy
precisa por este autor, pero parece basarse en la idea de que Tarski no pu-
do haber tenido en mente la nocién de verdad en una estructura porque no
usa la expresion ‘verdadero en’, mientras que segun Milne es “la obvia ex-
presion que usar” (Milne (1999), p. 144) si uno tiene en mente la nocion de
verdad en una estructura -segun Milne, “Tarski (...) evito escrupulosamen-
te el uso de la frase ‘verdadero en un modelo’ y términos similares” (Milne
(1999), p. 144). En realidad, ni siquiera el dato empirico es correcto, pues
como vimos Tarski usa la expresion ‘verdad en un dominio’ para la nocién
que define para LCC. (Milne es curiosamente consciente de ello, pero en mi
opinion bordea el absurdo al apoyar su idea diciendo “excepto cuando intro-
duce por primera vez la nocion (...), Tarski siempre tiene cuidado de hablar
de correccion de oraciones con respecto a un dominio, no verdad” (Milne
(1999), p. 153); confieso que se me escapa en virtud de qué sutileza el usar
poco un nombre viene a ser lo mismo que no usarlo. Un dato que si es co-
rrecto, pero no senalado por Milne, es que el Tarski de esta época reserva
la expresién ‘verdad’, ya sea al referirse a la nocién absoluta o a la nocién
relativa de verdad en una estructura (dominio en el caso de LCC), para ora-
ciones y nunca la usa para nociones en que la propiedad semadntica perti-
nente se dice de formulas abiertas (funciones oracionales abiertas). Pero in-
cluso si Tarski no hubiera usado la expresion ‘verdad en un modelo’ o ex-
presiones similares, quedaria en pie la cuestion de si usé la nocion. Esta es
la cuestion que tratamos en el texto principal, y que en mi opinién se con-
testa afirmativamente.

8 En la version inglesa de Tarski (1933), p. 221, se alude a LCC co-
mo un lenguaje de primer orden (“the method of construction sketched the-
re [en la 83, donde se dan las definiciones semdnticas para LCC] can be
applied as a whole to other languages of the 1st order”). Lo que hemos pues-
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mas alto varian sobre subclases de los dominios de sus inter-
pretaciones posibles (en el caso de LCC no hay variables de pri-
mer orden). Y naturalmente, tanto hoy en dia como en el tra-
bajo de Tarski, una estructura (estandar) de segundo orden so-
lo especifica un dominio de individuos y no uno de clases®.

En cuanto a la razon de que una interpretacion en el ca-
so particular de LCC pueda venir dada simplemente por un
dominio de objetos, esta es que el simbolo ‘T de LCC es una
constante logica (una constante de tercer orden) no suscepti-
ble de reinterpretacion en distintas interpretaciones. Asi,
Tarski dice que el grupo de términos logicos del metalengua-
je y el grupo de términos constantes del metalenguaje que co-
rresponden a, o traducen términos constantes del lenguaje
objeto “se solapan parcialmente, y en aquellos casos en que la
logica matematica, o un fragmento de ella, es el objeto de la
investigacion (como en el caso del calculo de clases), incluso se
combinan para formar un grupo” (Tarski (1933), pp. 211-212).
El haber visto a ‘I’ como una constante no-légica posiblemen-
te explique en gran medida la resistencia de Hodges y Milne
a ver la definicion de la nocion de verdad en un dominio (pa-
ra LCC) dada en Tarski (1933) como una ilustraciéon de un
método que sirve también para definir la nocién de verdad en
una estructura. Lo cierto es que LCC no contiene constantes
no-logicas, y el argumento de Milne resulta inconcluyente!.

to en cursiva es una clara errata, como se comprueba en la version alema-
na. (Quiza la errata haya contribuido al error de Milne.) Deberia decir “de
la primera clase” (“of the first kind”) —para las clases de lenguajes distin-
guidas por Tarski, en cuya discusion no podemos entrar aqui, véase Tars-
ki (1933), p. 220.

9 Estrictamente hablando, la sintaxis de LCC es un fragmento de lo
que dadas algunas convenciones actuales se llamaria un lenguaje de se-
gundo orden, en el que aparece un predicado (de tercer orden) que se pre-
dica de pares de variables de segundo orden. .

10 Tarski (1933), p. 239, subraya que la nocién de verdad en un do-
minio puede definirse andlogamente también para cualquier otro lenguaje
sin constantes no-légicas, asi como para lenguajes con constantes no-1ogi-
cas. Aungque Tarski no es muy explicito, esta nocién para lenguajes con
constantes no logicas es quiza diferente de la nocion actual de verdad en
una estructura, pues tal vez Tarski no contempla cambios de interpreta-
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El segundo argumento de Milne se basa en una exége-
sis en mi opinion obviamente incorrecta de Tarski (1936). Si
bien es cierto que Tarski no menciona explicitamente cam-
bios de dominio y s6lo menciona cambios de interpretacion de
las constantes no-logicas en la definicion de consecuencia lo-
gica, es claro que no lo hace porque tacitamente esta supo-
niendo que el dominio de la interpretacion de partida esta
nombrado por una constante no-légica (una practica inusual
hoy en dia, pero no esencialmente diferente de la usual). La
evidencia textual en los trabajos tempranos de Tarski es con-
siderable. Examinemos un texto especialmente claro, el ma-
nual Tarski (1937), pero antes notemos que en el mismo texto
aparece también la nocion de estructura, en el sentido de un
sistema, para algunos lenguajes finitos, que consta de un do-
minio y de interpretaciones de las constantes no-légicas ex-
traidas de ese dominio!l'. Veremos pues, de paso, que la
primera parte de la nociéon de verdad en una estructura, que
a Hodges le parecia ausente de la obra temprana de Tarski,
aparece sin embargo en ella, y muy claramente.

Tarski (1937) formula una teoria de primer orden muy
simple para propositos pedagogicos, cuyo lenguaje tiene los
simbolos ‘S’ y ‘=’ como primitivos. “El primero es una abrevia-
tura del término ‘el conjunto de todos los segmentos’; el ulti-

cion de las constantes no logicas de dominio a dominio. Pero esa posibili-
dad no excluye que viera la definicién de la nocién de verdad en un domi-
nio para lenguajes sin constantes no logicas como una ilustracién de un mé-
todo general aplicable a la definicion de la nocién de verdad en una estruc-
tura, y quiza incluso como un caso particular de la nocion de verdad en una
estructura. Esta nocién aparece mas claramente en otros textos que comen-
taremos después, pero también aparece implicitamente en Tarski (1933), p.
199, n. 3, donde se la relaciona claramente con la nocién de verdad en un
dominio. La n. 3 de Tarski (1933), p. 199, se comenta mas adelante en el
texto principal.

11 Los comentarios de este parrafo y el siguiente son paralelos a los
de Gomez Torrente (1996), pp. 143-144, donde hay también una discusién
mas detallada de estos asuntos. Para trabajos que apoyan puntos de vista
similares (aunque con otras consideraciones que las nuestras) véanse Ray
(1996), sec. 3, Sher (1991), p. 41, y Soames (1999), p. 118.
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mo designa la relacion de congruencia” (cf. Tarski (1937), pp.
84-85). Los axiomas de la teoria son “Axioma 1. Para cada
elemento x del conjunto S, x=x. (...) Axioma 2. Para cuales-
quiera elementos x, y, z del conjunto S, si x=z y y=z, entonces
xey” (Tarski (1937), p. 85). Tarski describe a continuacion,
con palabras casi completamente idénticas a las de Tarski
(1936), el primer paso en el camino hacia la nocién de mode-
lo para esa teoria: convertir sus axiomas y teoremas en fun-
ciones oracionales:

“Reemplacemos los términos primitivos en todos los axiomas
y teoremas de nuestra teoria por variables apropiadas, por
ejemplo, el simbolo ‘S’ por la variable ‘K’ que denota clases, y
el simbolo ‘=’ por la variable ‘R’ que denota relaciones (...). Los
enunciados de nuestra teoria no son ya oraciones, sino que se
convierten en funciones oracionales que contienen dos varia-
bles libres, ‘K’ y ‘R’, y que expresan, en general, el hecho de
que la relacion R tiene tal o cual propiedad en la clase K.”
(Tarski (1937), p. 86).

Entonces Tarski pasa a introducir la nocién de modelo
de una teoria, no como una nocion general, sino usando su pe-
quena teoria como ejemplo:

“S1 una relacion R es reflexiva y tiene la propiedad P en una
clase K [tener P consiste en que para cualesquiera elementos
X, y, z de la clase K, si xRz y yRz, entonces xRy], decimos que
K y R juntos forman un modelo o realizacion del sistema de
axiomas de nuestra teoria, o simplemente, que satisfacen los
axiomas.” (Tarski (1937), p. 87).

Tarski (1936), p. 417 habla de los modelos, que ha intro-
ducido por el mismo método y casi con las mismas palabras
que en Tarski (1937), como “secuencias de objetos”. Es pues
muy claro que Tarski usa sin problema la nocién de una se-
cuencia (posiblemente finita, como en el caso citado) de obje-
tos que puede proporcionar una interpretacion verdadera de
un conjunto de oraciones (axiomas, en el texto citado), y que
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la nocion que usa es claramente distinta de la de secuencia
infinita de asignaciones a las variables del lenguaje original
de la teoria —estas secuencias infinitas de asignaciones a las
variables originales no forman parte de lo que Tarski llama
modelos de los axiomas del lenguaje original.

Es importante observar que Tarski (1933), p. 199, n. 3,
senala que la escuela de Hilbert emplea el concepto de ver-
dad en un dominio pero aplicandolo a férmulas con variables
libres de segundo orden (en los lugares donde hoy pondria-
mos predicados no légicos) y con todas las variables de pri-
mer orden ligadas. (Estas férmulas son funcionalmente
equivalentes a las de los lenguajes de primer orden.). De una
formula de este tipo se dice que es valida en un dominio
cuando todas las secuencias de asignaciones a las variables
de segundo orden (sacadas de ese dominio) la satisfacen y,
generalmente valida cuando es valida en todo dominio. No-
tese que la definicion basica para todas estas nociones es la
de satisfaccion de una formula por una secuencia de objetos
que interpreta las variables de segundo orden, y que Tarski
esta obviamente dando a entender que esta nocion se puede
definir usando sus métodos, como vimos al senalar que decia
que los resultados acerca de las nociones hilbertianas, entre
otras, “so6lo reciben un contenido claro” (Tarski (1933), p.
241) aplicando sus métodos u otros similares. Esta es la no-
cion que esta en juego también en la definicion de la nocion
de modelo.

Seamos un poco mas precisos. Cuando Tarski quiere
contemplar la posibilidad de constantes no-légicas en ciertos
lenguajes, las sustituye por variables libres nuevas y del mis-
mo tipo, susceptibles de recibir asignaciones diferentes en
distintas “secuencias de objetos” apropiadas para esos len-
guajes. Por ejemplo, digamos que <4, 7> es una “secuencia de
objetos” para el lenguaje de primer orden L cuyo unico simbo-
lo no-logico es el predicado binario ‘=’ (por simplicidad, omita-
mos el simbolo para el dominio). Tarski procederia asi. Pri-
mero sustituiria el simbolo no légico por la variable nueva
‘R’ en cada formula F de L obteniendo una férmula F’, y por
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tanto un conjunto L’ de funciones oracionales. Después defi-
niria la siguiente nocion:

una férmula F de L’ es satisfecha por la secuencia <4, T> con
respecto a una secuencia f de objetos de A, si y sélo si o bien
(o) existen numeros naturales & y [ tales que F=IRxx] y
<f,f>ET; o (B) hay una formula G tal que F=I-G'y <4, T> no
satisface la formula G con respecto a f; o (y) hay férmulas G y
H tales que F=I(GvH)'y <A, T> satisface G con respecto a f o
<A, T> satisface H con respecto a f; o finalmente (8) hay un
numero natural & y una formula G tales que F=IVx, G y para
toda secuencia infinita g de objetos de A que difiere de fa lo
sumo en el lugar k-ésimo, <A, T> satisface la formula G con
respecto a g.

Y luego definiria la nocion basica del siguiente modo:
una oracion O de L tiene como modelo a (o es satisfecha por)
una secuencia de objetos <4, T> si y sdlo si para toda secuen-
cia f de objetos de 4, O’ es satisfecha por la secuencia <A, T>
con respecto a f. Obsérvese que O es verdadera en la estruc-
tura <A, T> (en nuestro sentido) si y solo si O tiene como mo-
delo a la secuencia <A, T> (en el sentido recién explicado).

En contra de la idea de Milne y otros acerca de la inva-
riabilidad del dominio en la definicién de consecuencia légica,
en las paginas inmediatamente siguientes de su manual
Tarski muestra que los Axiomas 1 y 2 tienen diferentes mo-
delos, con diferentes dominios (un modelo tiene como dominio
el conjunto de todos los segmentos, otro el conjunto de los nu-
meros naturales, otro el de los enteros), y como usando uno de
estos modelos (uno que tiene como dominio el conjunto de los
enteros) puede uno mostrar que una cierta oracion, que es
falsa en ese modelo de los axiomas, no se sigue de éstos.

Mencionemos que justo después de definir la nocion de
un modelo de un conjunto de oraciones, Tarski dice, de nuevo
usando casi las mismas palabras que Tarski (1937), que “pre-
cisamente en este sentido habla uno usualmente de modelos
de un sistema de axiomas de una teoria deductiva” (Tarski
(1936), p. 417). Este “sentido usual” de ‘modelo’ es el sentido
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usual segun el cual uno especifica un modelo para una teoria
cuando uno especifica tanto un dominio como ciertos objetos
y relaciones en el dominio como los significados de los térmi-
nos primitivos de la teoria (y que hacen verdaderos sus axio-
mas), y es también, como acabamos de ver, la nocion de
modelo introducida en Tarski (1937).

Pasemos a las otras dos nociones de que habla Hodges.
En mi opinidn, es bastante claro que se hallan presentes en la
obra temprana de Tarski. La segunda nocién de Hodges era
“la distincion entre variables y constantes no-logicas”. Estric-
tamente hablando, la distincion entre variables del lenguaje
original y constantes no-légicas es obvia e indispensable para
la definicion de la nocion de secuencia de objetos modelo de
una oracion, como es palpable en la definicion de mas arriba.
Pero lo que Hodges quiere decir es que la naturaleza de las
constantes no-légicas de un lenguaje formal de primer orden
es tal que son susceptibles, “directamente” por asi decir, de
recibir interpretaciones distintas en distintas estructuras, no
por ser variables de esos lenguajes o de otros ligeramente dis-
tintos, sino por ser constantes de un cierto tipo, no interpre-
tadas. Sin embargo, pareceria que el procedimiento de
Tarski las condena a no ejercer “directamente” su potestad.
En la medida en que la objecion es clara, es solo muy ligera-
mente diferente de la basada en la tercera nocion de Hod-
ges, la de “un simbolo constante no interpretado que recibe
una interpretacion al ser aplicado a una estructura particu-
lar”; esta tercera nocion incluye a la de interpretacion,
mientras que la segunda no. Simplificando, la segunda obje-
cion es que Tarski trata a las constantes como variables, y la
tercera es que no concibe que una constante pueda no estar
interpretada.

La cuestion es tremendamente sutil, pues a mi manera
de ver no se trata de que estas objeciones impliquen que Tars-
ki no definié una nocion funcional o extensionalmente equiva-
lente a la de verdad en una estructura comun hoy en dia, al
menos para lenguajes con constantes “interpretadas”. Lo que
hacen estas objeciones es mas bien proponer que Tarski no
concibié la posibilidad de aplicar su nocién funcionalmente
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equivalente (si es que la tenia, como nosotros hemos defendi-
do que la tenia) a casos en los que las constantes son no inter-
pretadas (la tercera objecion) y sin pasar indirectamente por el
proceso de transformar las oraciones del lenguaje original en
nuevas funciones proposicionales (la segunda objecién).

Sin embargo, incluso estas tesis acerca de las intencio-
nes de Tarski y acerca de lo que le parecian aplicaciones con-
cebibles de sus métodos son refutadas por la evidencia
historica. La mera practica de Tarski de usar constantes no-
légicas en sus articulos sobre sistemas formales algebraicos
(cf. por ejemplo, Tarski (1935a), un articulo sobre dlgebras de
Boole), de los que se dice que reciben diferentes “importantes
interpretaciones” (Tarski (1935a), p. 320) indica que la conje-
tura de Hodges es implausible, pues la idea natural al estu-
diar estos sistemas es tomarlos como no interpretados y
definir la nocion de modelo para ellos sin pasar por el proce-
so de transformacién en funciones oracionales. En cualquier
caso, encuentro que un pasaje de Tarski (1937a) resuelve defi-
nitivamente la cuestion en contra de las conjeturas de Hodges.
En este Tarski pasa revista a varias nociones de la légica mo-
derna, incluida la nocion de modelo de un sistema de axiomas.

En primer lugar Tarski introduce la nocion de modelo
de una manera estrictamente idéntica a la manera como se
introduce en Tarski (1936) y Tarski (1937); es decir, comen-
zando por la sustitucion de los términos primitivos (no-16gi-
cos) por variables nuevas y luego esbozando la definicién de
satisfaccion de una funcion proposicional de este tipo por un
“sistema de objetos” (es la palabra que emplea a menudo en
Tarski (1937a)) para llegar finalmente a la nocion de modelo.
Estas consideraciones se aplican, sobre todo, a sistemas de
axiomas cuyos términos primitivos tienen una interpretacion
concreta, la proporcionada por “los objetos designados por los
términos primitivos” (Tarski (1937), p. 102). Ahora bien,
Tarski es consciente de que

“ocurre a veces que en el momento mismo en que nos pone-
mos a construir una teoria deductiva pensamos en muchas
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interpretaciones diferentes del sistema de axiomas admitido
dentro de la teoria, sin querer comprometernos con ninguna
de las interpretaciones posibles. Parece lo mas conveniente,
en este caso, tratar dicha teoria como un sistema formal; se
consideraran, desde el principio, los términos primitivos de la
teoria como simbolos variables, desprovistos de significacion
concreta, y los axiomas y teoremas serdn considerados, no co-
mo proposiciones, sino como funciones proposicionales.”

(Tarski (1937a), pp. 102-103).

Tarski esta describiendo casos como los que preocupan
especialmente a Hodges, a saber los de teorias axiomaticas al-
gebraicas, con términos primitivos sin ninguna interpreta-
cion privilegiada. Asi pues, Tarski considera estos casos, en
contra de la tercera objecion de Hodges. Pero lo que es mas,
senala que el estudio de los modelos de los axiomas de estas
teorias no tiene que pasar por un proceso de substitucion de
constantes (los términos primitivos) por nuevas variables (en
contra de la primera objecion de Hodges). Al estudiar estos
sistemas, nos dice Tarski, lo mds conveniente es tratarlos con-
siderando a los términos primitivos como si fueran variables
y a los axiomas y teoremas como si fueran funciones proposi-
cionales. Notese que no dice que los términos primitivos sean
variables o los axiomas sean funciones proposicionales. (Tars-
ki no parece comprometerse con ninguna teoria acerca de la
naturaleza exacta de los primitivos de las teorias algebrai-
cas.) Tarski dice que se los puede considerar directamente co-
mo variables, y evitar en el estudio de sus modelos el paso por
la transformacion de oraciones en funciones proposicionales!2.

12 Sj las objeciones de Hodges que hemos examinado son tremenda-
mente sutiles, mas sutil aun seria una objecion basada en otra tesis de
Hodges segun la cual la naturaleza de los primitivos no-légicos de las teo-
rias algebraicas es la de los indéxicos del lenguaje natural. Esta tesis con-
vierte a esos primitivos en “constantes”, al menos en cuanto que tienen un
significado fijo aunque no tengan una referencia independientemente del
contexto de uso. En mi opinién, una objecion a Tarski no puede basarse en
el hecho de que no adoptara una tesis de este tipo, que es no sélo disputa-
ble, sino practicamente desconocida por los matematicos que usan de hecho
la nocion de verdad en una estructura. Independientemente de esta consi-
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En vista de los comentarios precedentes creo que es ra-
zonable e incluso obligatorio concluir que, aunque Tarski no
menciona en (1933) una nocién general de estructura como la
habitual hoy en dia, no deja de tener en mente una nocion
idéntica o al menos funcionalmente equivalente a esa nociéon
(especialmente en (1933), p. 199, n. 3); que es consciente de
que su método puede aplicarse a la definicion de esa nocion;
que considero la aplicacion de esta nocion al caso de oraciones
de teorias sin interpretaciones privilegiadas (como las alge-
braicas); y que incluso considerd el procedimiento “directo” de
aplicacion comun hoy en dia en estos casos.

5. Lenguajes de orden infinito

Después de dar definiciones precisas de las principales
nociones semanticas para LLCC, Tarski ofrece una extensa se-
rie de consideraciones sobre las modificaciones que seria pre-
ciso hacer de esas definiciones cuando se quisiera dar
definiciones andlogas para lenguajes formales mas complica-
dos. En la inmensa mayoria de estas consideraciones no nos
podemos detener aqui. Pero es importante para nuestros pro-
positos explicar de modo simplificado algunas de ellas, que
tienen que ver con la posibilidad de aplicar el método de Tars-
ki a lo que €l llama “lenguajes de orden infinito”.

Primero expliquemos de manera general qué es el orden
de un lenguaje segun Tarski. En primer lugar, las variables
individuales (que recorren un conjunto de individuos) y los

deracién fundamental, hay en mi opinion serias razones para dudar de la
tesis de Hodges. Una de estas razones es que no parece que los matemati-
cos usen (o al menos, usen siempre) los primitivos de las teorias algebrai-
cas como indéxicos, sino como variables, y en concreto como variables con
un dominio de variacién genérico proporcionado por la teoria algebraica.
Por ejemplo, en el curso de una investigacion sobre algebras de Boole, ‘<’ se
usa como una variable que recorre los érdenes parciales de los reticulos co-
rrespondientes. No es una variable para relaciones diddicas arbitrarias en
modelos cualesquiera. Este hecho puede haber llevado a Hodges a pensar
que no es una variable sino un indéxico.



ANALISIS FILOSOFICO 35

nombres de individuos tienen orden 1. Las variables, predica-
dos y functores que (si los toman) toman como argumentos
signos de a lo sumo orden 1, y tales que al menos uno de sus
argumentos es de orden 1, son de orden 2 (por ejemplo, las va-
riables de LCC son de orden 2). Las variables, predicados y
functores que (si los toman) toman argumentos de a lo sumo
orden 2, con al menos un argumento de orden 2, son de orden
3 (por ejemplo, el signo T’ de LCC es de orden 3; un predica-
do binario ‘€ que tome como primer argumento un signo de
orden 1y como segundo argumento un signo de orden 2 es de
orden 3). Etc. Para estos casos el orden de un lenguaje L es el
mayor nimero entero positivo n tal que L tiene variables de
orden n, si lo hay. Si no hay un mayor n, entonces L es de or-
den infinito. Asi, como ya adelantamos, LCC es un lenguaje
de segundo orden. Pronto veremos un lenguaje de orden infi-
nito, no representado por un entero.

Tarski explica como su método para dar definiciones de
nociones semanticas puede aplicarse a los lenguajes de orden
finito en general. Es en estas explicaciones donde no nos po-
demos detener aqui. Sin embargo, en (1933), aunque no en el
Nachwort de (1935), Tarski niega que su método pueda apli-
carse a lenguajes de orden infinito. Es importante para nues-
tros propositos explicar qué quiere decir con esto, y por qué
en (1935) Tarski pasa a afirmar que su método puede aplicar-
se igualmente a lenguajes de orden infinito.

Primero veamos un ejemplo de lenguaje de orden infini-
to que presenta Tarski, y que sera especialmente importante
para nosotros. A este lenguaje lo llama ‘el lenguaje de la teoria
general de clases’ (abreviado ‘LTGC’). De nuevo lo presentare-
mos adaptando la notacion polaca a la nuestra. Los signos pri-
mitivos de LTGC son el cuantificador universal (‘V’), el signo
de disyuncién (‘v’), el signo de negacién (‘=’), paréntesis (‘C, 9)),
la letra X’, un acento subindice () y un acento superindice (")
para generar wxw variables por posposicion a X’ de n acentos
subindices y m superindices (para abreviar, nos referiremos a
la variable en que la letra X’ va seguida de n acentos subindi-
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ces y m acentos superindices como X). El recorrido de las va-
riables en la interpretacion deseada de LTGC es intuitivamen-
te como sigue. Una variable de la forma X! toma como valores
individuos, una variable de la forma X2 toma como valores cla-
ses de individuos, una variable de la forma X3 toma como va-
lores clases de clases de individuos, etc. Las interpretaciones
de las constantes logicas son las normales.

Las formulas atémicas de LTGC son de la forma = 7.
Las férmulas complejas se obtienen por las operaciones de ne-
gacion, disyuncion y cuantificacion universal con respecto a
las variables de todos los drdenes. De nuevo Tarski da un cal-
culo deductivo para LTGC, que consta de axiomas y reglas pa-
ra las conectivas y los cuantificadores, de axiomas de com-
prension y extensionalidad para cada orden y de un axioma de
infinitud, que dice que hay un numero infinito de individuos.
Tarski observa que LTGC basta para desarrollar la matema-
tica que se puede desarrollar con la teoria simple de los tipos
finitos, a pesar de contar con menos tipos de variables que es-
ta ultima. Los “trucos” necesarios para mostrar que LTGC tie-
ne la misma potencia matematica que la teoria simple de los
tipos finitos son conocidos: tratar las relaciones como clases de
tuplas, construidas a su vez como clases usando el método de
Kuratowski; y homogeneizar las relaciones no-homogéneas de
alguna de las formas posibles, por ejemplo, elevando el orden
de los argumentos pertinentes por aplicacion de la operacion
de formacion de unitarios.

6Cual es el problema que presenta LTGC (y otros len-
guajes de su clase)? (Por qué dice Tarski (en (1933)) que no
se le puede aplicar su método para construir definiciones de
las nociones semanticas? La razon es relativamente simple.
Tarski, en (1933), adopta como aparato logico-matematico de
la metateoria (de los lenguajes para los que quiere definir las
nociones semanticas) la teoria simple de los tipos finitos. En
esta teoria Tarski tiene a su disposicion todo el aparato nece-
sario para dar, por ejemplo, su definicion de satisfaccion pa-
ra LCC. Esta es una relacion entre formulas (que se pueden
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tomar como individuos, o como secuencias finitas de indivi-
duos) y secuencias de clases de individuos (estas secuencias
son objetos de un tipo ligeramente superior al de los nimeros
naturales (que son clases de clases de individuos) y al de las
clases de individuos). Por tanto, la relacion de satisfaccion
para LCC es una relacion que se halla en la jerarquia de ti-
pos finitos. Y la forma en la que se define sélo hace uso de re-
cursos de la teoria de tipos finitos. En particular, hace uso de
la cuantificacion sobre secuencias de clases (en la clausula
para la satisfaccion de cuantificaciones universales) y sobre
relaciones entre secuencias de clases y formulas (en la defini-
cion explicita de satisfaccion) que son objetos de la jerarquia
de los tipos finitos. La construccion tarskiana puede llevarse
enteramente a cabo dentro de la teoria de tipos finitos.

Pero la construccion de definiciones tarskianas para
LTGC no podria llevarse a cabo dentro de la teoria de los ti-
pos finitos. La relacion de satisfaccion para LTGC es una re-
lacion entre féormulas (individuos) y secuencias de individuos,
secuencias de clases de individuos, secuencias de clases de
clases de individuos, etc. O, en cualquier caso, una relaciéon
entre féormulas y secuencias formadas por: una secuencia de
individuos, una secuencia de clases de individuos, etc. Es una
relacion con términos formados por objetos de tipos finitos ar-
bitrariamente grandes. Y no hay ninguna relacion en la jerar-
quia de tipos finitos que esté constituida por objetos de tipos
arbitrariamente grandes. Por tanto, la relacion de satisfac-
cion para LTGC no es una relacion de la jerarquia de tipos fi-
nitos. Menos aun se puede cuantificar en la teoria de tipos
finitos sobre relaciones de la misma clase entre formulas y se-
cuencias formadas por... No es posible cuantificar en la teoria
de tipos finitos sobre todas las secuencias necesarias para
aplicar el método tarskiano. Ni siquiera una secuencia de se-
cuencias apropiadas (una secuencia de individuos, una se-
cuencia de clases de individuos, etc.) es un objeto de la
jerarquia de tipos finitos!3,

13 Estas someras observaciones no excluyen a priori la posibilidad
de identificar la relacion de satisfaccion con alguna relacion funcionalmen-
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Este tipo de consideraciones acerca de su propio méto-
do llevan a Tarski a preguntarse:

“si nuestro fracaso es accidental y esta conectado de alguna
manera con defectos en los métodos usados, o si hay obstacu-
los de un caracter fundamental que tienen la culpa y que es-
tan conectados con la naturaleza de los conceptos que
queremos definir, o con la de aquellos con cuya ayuda hemos
intentado construir las definiciones buscadas.” (Tarski
(1933), p. 246).

4Como responder a esta pregunta? Dandole una forma
precisa e intentando resolver la cuestion matematicamente.
La forma precisa que Tarski le da es la siguiente:

“es cuestion de si sobre la base del lenguaje que estamos con-
siderando [LTGC] es en principio posible construir una defi-
nicion correcta de verdad en el sentido de la convencion T.
Como veremos, el problema en esta forma puede ser resuelto
de manera definitiva, pero en un sentido negativo.” (Tarski
(1933), p. 246).

Esa respuesta negativa la proporciona la version del
teorema de la indefinibilidad de la verdad que Tarski de-
muestra a continuacion, y que nosotros examinaremos en la
segunda parte de este trabajo.
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te equivalente de la jerarquia de tipos finitos {como cuando homogeneiza-
mos relaciones no-homogéneas, o usamos trucos similares). Tarski exami-
na trucos parecidos que usa para indicar cémo su método se aplicaria a len-
guajes de orden finito pero con variables de infinitos tipos. Pero es claro
que esos trucos no pueden usarse para lenguajes de orden infinito. La idea
de que ningun truco tal existe quedara justificada por medio de la version
del teorema de la indefinibilidad de la verdad ofrecida por Tarski y que co-
mentaremos en las siguientes secciones.
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ABSTRACT

This is the first part of a two-part devoted to a study of some histo-
rical, logical and philosophical issues arising from a reading of
Tarski’s celebrated “Wahrheitsbegriff” monograph. Thi first part
starts with an exposition of Tarski’s “Wahrheitsbegriff” theory of
truth which is historically accurate but more easily intelligible to
the modern reader than Tarski’s “Wahrheitsbegriff” presentation.
This exposition is then used in the refutation of some historical, lo-
gical and philosophical ideas appearing in the literature on Tarski,
and in particular of the idea that he did not define or even conside-
red in his work of this period the notion of “truth in a structure”.
The second part of the paper will concentrate on issues related to
Tarski’s “Wahrheitsbegriff” version of the theorem on the indefina-
bility of truth.





