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Esquemlilicamente bablando, los sistemas axiomllticos considerados 
en cuanto tales plantean dos tipos de problemas. Los primeros tienen 
que ver con los criterios utilizados para la elecci6n de los axiomas; los se­
gundos con los procedimientos mediante los cuales se obtienen los teore­
mas. Los logros del programa de Hilbert se vinculan casi totalmente con 
el segundo tipo de problemas, y esto debe haber side la causa de que el 
[ormalismo mils exacerbado se ocupe exclusivamente de las cuestiones re­
feridas a la deducci6n, reduciendo todo el problema de Ia selecci6n de los 
axiomas a una mera convenci6n. Sin embargo, se pretende que los siste­
mas axiomllticos de la 16gica y la matemlltica sean mucho mlls que un me­
ro juego combinatorio de signos, por 10 que las cuestiones sintllcticas 
quedan subordinadas a las valoraciones semllnticas y pragmllticas que se 
hagan de un sistema. AsI, los criterios en base a los cuales se eligen los 
axiomas poseen la mayor importancia y deben ser suficientemente anaIi­
zados y discutidos, como de hecho sucedi6 y sucede en las ciencias forma­
les. Este articulo se ubica dentro de esta ultima posici6n y recurre para ella a 
la discusi6n mlls importante del siglo (y la segunda de la historia) en cuanto 
a aceptar 0 rechazar un principio: el case del axioma de elecci6n. 

En 1903, si bien ya bacia algunos aiios que Frege habla desarroIIado 
una axiomatizaci6n de la 16gica de predicados de primer orden, esta aun 
no habla tenido ninguna difusi6n. Los razonamientos de los matemllticos 
de aquel entonces segulan formas intuitivamente vlllidas, pues aun no 
existla la formalizaci6n de los razonamientos, ni se conoclan signos como 
_ , " , v , V, _, tan comunes hoy en dla. Para los fines prllcticos de la ma­
temlltica era como si la 16gica matemlltica aun no existiera. 

Por otra parte, teorfas axiomllticas se conocen desde la antiglledad con 
ese gran paradigrna que fueron los Elementos de Geometrfa de Euclides, pe­
ro por mlls de 2000 alios no se formul6 en matemlltica ninguna teerfa axio­
mlltica que poseyese alguna importancia. Recitn hacia fines del siglo pa­
sado vuelve el trabajo de axiomatizaci6n, pues los logros de Grassmann, 

• Quiero agradcccr al prof. G . KlimoYsky per Ia pacicnle labor lIevada a cabo en 105 Ires alios 
del Seminario de L6gica en SADAF. u. mayorfa de las CU<Stiones cracadas en .. Ie artIcuJo surgie­
ron en ooneti6n ron loa temas de esc scminario y con las ideas vertidas por d prof. lOimovsky. 
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Dedekind y Pea no culminan en la primera tcorla axiom~tica de la aritme­
tica, hoy denominada "Aritmetica de Pea no". Por otra parte, en los traba­
jos de Weierstrass y Dedekind se encuentran formulados principios que 
luego van a ser axiomas de la tcorla de los mlmeros reales. 

En 10 que respecta a la leorla de conjuntos, al abordar de una manera 
novedosa y fruclffera el problema del infinito, Cantor realiz6 en el Ultimo 
tercio del siglo pasado las primeras formulaciones que se conocen. En 
matem~lica f~cilmente nos encontramos con conjuntos infinitos: los nu­
meros pares, los puntos de una recta, etc. A partir de problemas del an~­
lisis matem~tico, Cantor se cuestion6 el tratamiento de los conjuntos in­
finitos de puntos y de numeros reales, lIevando a cabo la primera teorla 
del infinito en matem~tica . Pero cabe destacar que no elabor6 nunca una 
teorla axiom~tica de co njuntos. Por Olra parte, Frege, tomando una posi ­
ci6n claramente axiomatista, habla desarrollado una tcorla matem~tica 
formalizada. Pero tanto la definici6n cantoriana de conjunto como la teo­
ria de Frege resullaron inconsistentes. Estos son los motivos por los cua­
les en 1903 no existe una teo ria axiom~tica de conjunlos aceptable, y las 
pruebas se lIevaban a cabo de una manera intuitiva. EI proceder habitual 
era definir la propiedad caracteristica de un conjunto con 10 cual se pen­
saba que se podia afirmar la exislenci. del mismo. Se suponia adem~s que 
ciertos conjunlos, como el de los numeros nalurales, los reales, el plano 
euclidiano, etc., est. ban bien definidos. Tambi6n se utilizaban procedi­
mientos semejantes a la uni6n, intersecci6n y separaci6n. 

En esa 6poca quedaban problemas matem~licos sin resolver, y uno de 
ellos era si el conlinuo podia ser bien ordenado. Por supuesto, el orden na­
tural de los reales no es un buen orden, pero, i.existir~ al~una manera de 
reordenarlo que sea un buen orden? KOnig pensaba que no, y preseOl6 una 
prueba de ello, pero la comunidad matem~tica no parcela estar muy conven­
cida de la correcci6n de la misma. En este contexto, Zermelo publica su de­
mostraci6n de que lodo conjunto puede ser bien ordenado. Habrla, segun Ia 
prueba, una manera de reordenar los reales de modo que fuera un buen orden. 

La finalidad de este articulo es el an~lisis de la discusi6n que en lorno 
de la prueba de Zermelo realiz6 un grupo de malem~licos franeeses. Esla 
polemica comenz6 con una breve nOla de Emile Borel, quien habla adhe­
rido de joven a las ideas de Cantor? Luego se produjo un inlercambio de 

I cr. Van Heijenoort, Jean, From F~/o Gijd~/, Boslan MA, 1967, p. 139. 

2 Cr. Borel, E., Sdccta, Jubil~ scienlifique, Parts, 1940. Adcml1s en un Iibro titulado 
Let;ons SlIr 10 thtorie des fOflctiofls desarrol/6 algunos puntos de la leona cantoriana de los 
conjunlos infinitos. La tcrcera edici6n de esle libro reproduce las "cinco cartas" y alros rna­
lenata , por 10 que se conslituye en nueslra fuenle principal. De ahora en ml1s citarc:mos Le­
fOIlS por Emile Borel, LCfol1S sur 10 thtor;e des fOllctiolU, Parfs. Gauthier-Villars. 1928. 
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cartas entre Borel, Lebesgue, Baire y Hadamard, que se public6 con el tf­
lulo CiIIq letlTes sur 10 tMarie des ensembles. Zermelo conlesl6 a estas crl­
ticas en su segunda prueba de que lodo conjunto puede ser bien ordena­
do, aparecida en 1908. Hubo de parte de los malem~ticos nombrados al­
gunos comentarios posleriores, pero por lornarse una mera repelici6n de 
posiciones anleriores, el debate pierde inter~. Adem~s ya comienza a 
perfilarse 13 pol~mica que surgirla poco lienipo despuCs enlre inluicio­
nistas, formalislas y logicislas, con una conceplualizaci6n m~s importanle 
tanlo desde el punlo de visla 16gico como filos6lico. 

1. EI axloma de elecci6n y la prueba de Zermelo de 1904 

Nueslra experiencia colidiana se realiza con objelOs y un modo de en­
lenderia incluye el conceplo de conjunlo linilO de objelOs maleriales. Por 
eso a parlir de ella podemos lener un cierlo conocimiento de los conjun­
lOS linilos. Si inten~ramos extrapolar dicho conocimiento a los conjun­
lOS inlinitos generalizando sin tomar ninguna precauci6n, caerlamos en 
conlradicciones, pues las propiedades que valen para lodo conjunlO lini­
to pueden no valer para los inlinilos, hecho que denominaremos 10 dis­
cominuidad entre 10 finito y 10 infinito. La semilla genial de Canlor fue dejar 
de 13do algunas propiedades de los conjuntos finilOS que irnpedlan desarro­
llar una tcorla consistenle de los conjunlos inlinitos y conservar OIras.3 

EI principio de elecci6n, en su primera forma inluiliva, dice que, dado 
un conjunlo A, podemos realizar un numero cualquiera de elecciones de 
elementos de A, sin expresar la ley por la cual elegimos. Si lom~ramos un 
conjunto linilo de objetos Ilsicos se podrla eslablecer una ley para la elec­
ci6n, como por ejemplo "16mese el objelo m~ liviano' (suponiendo que 
el peso de los objelos es distinlO). Este modo de elegir nos va a dar un or­
den en el conjunto segUn el peso: el primero ser~ el m~s Iiviano y el ulti­
mo el m~ pesado. Pero no es necesario que especiliquemos la ley de la 
elecci6n. En efecto, bien podrlamos haber dicho "16mense objelos arbi­
lrariamente", e igual hubiera quedado una ordenaci6n, pues uno de ellos 
(no sabemos ~I) habrfa quedado en primer lugar, Olro en segundo, elC. 
Si 5610 nos refcrimos a conjuntos linilos el principio de elecci6n vale en 

J Por cjcmplo, dadoI dol oonjunl05 finilOi A Y 8, Ii podemos c:sta~ una COITe5pondencia 
1·1 (una biyecci6n) enlre Ay -una pane propia de B, entonces A tiene menos elementos que 
B, pem elto no vale pan conjuntos infioilos. Por Olrl parte, si dados dos conjuntos (initos C 
y 0 podemOi eslableccr una biyecci6n cntre ambos, enlonces lienen el mismo ntlmero de 
elementos, hecho que puede sercxtrapolado a oonjuntos infinitos. 
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general. Pero por la discontinuidad que hemos vis to no podemos extra­
polar sin mas ni mas 10 finito a 10 infinito. 

Si consideramos un conjunto no vado A cualquiera, sabemos que hay 
algun XI que pertenece a A, pues esto significa "no va do". Este XI seria el 
primer elemento que tomamos de A. Luego pasamos a considerar al con­
junto A - {XI}' Y si es no vado habra algun X, que pertenezca a A - {XI }' 

Luego, si A - {xl' x,} es no vacio procedemos analogamente. Si A fuera 
finito este proceso acabaria en algun paso n. Si, por el contra rio, A fuese 
infinito esto no sucederia, pero podrfamos elegir una cantidad finita arbi­
traria de elementos de A, es decir, que A tendrfa sUbconjuntos de n ele­
mentos para cada mimero n. Por 10 tanto, dado un conjunto infinito siem­
pre podemos realizar un numero finito de elecciones arbitrariamente. 

Un proceder tfpico del pensamiento irreflexivo consiste en extrapolar, ge­
neralizar y rawnar anal6gicamente sin tener ningOn cuidado. Si asf 10 hieie­
ramos, generalizarfamos el procedimiento anterior a un numero infinilO ar­
bitrario de elecciones. Esto sucede por el desconocimicnto de la discontinui­
dad existente entre 10 finito y 10 infinito. Quien aun no se ha detenido a re­
flexionar en la cuesti6n suele tratar al infinito como un finito muy grande y 
confunde la posibilidad de obtener conjuntos arbitrariamente grandes de un 
tipo determinado con la posibilidad de obtener conjuntos infinitos. 

Justamente siendo consciente de la discontinuidad existente entre 10 
finito y 10 infinito es que Pea no rechaza en 1890 el procedimiento que 
consiste en realizar un numero cualquiera de eleeciones, sin especificar la 
regia.' Pero a partir de CantorS mismo muchos otros 10 aplican implfcita ­
mente.6 En efecto, Cantor ya habfa utilizado el siguiente procedimiento 
para bien ordenar un conjunto A: elegir arbitrariamente elementos de A 
hasta que no quede ninguno. De este modo, dado un subconjunto cual­
quiera B incluido en A, siempre habra un primer elemento de B, pues se­
ra, en la elecci6n de elementos de A, el primero que pertenece a B. Zer­
melo pensaba que los demas procedimientos no alcanzaban para probar 
que todo conjunto puede ser bien ordenado y decide introducir el prinei­
pio de elecci6n en toda su genera lid ad, permitiendo un numero cualquie­
ra de elecciones. Pero la prueba realizada por Cantor, que se denomina 

4 Pea no, G., "Demoslration de I'inlcgrabilitt des tquations difrerenlieiles ordinaires", 
Mallietnolische Annalen , 37 (1890) 182-288, p. 210. A partir de ahara en lugar de Mathema­
lische A,malen, citaremos A,m. 

Sa. et comenlario de Zermelo en Cantor, G., Gesammdte AbhondJunselJ ITuuJiemOlische1l 
uffdphi!osophischell Irmalts, Serlfn, 1932, p. 45l. 

6 En este senlido qui~ convendrfa lener en cuenCa 13 dislinci6n entre aqueUos que 10 
mencionsn, leni~ndolo por un procedimienlo mAs, como la uni6n 0 el conjunto de partes, y 
quienes no son conscienles de que esl~n ulilizando un procedimienlo diferenle. 
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por "elecciones sucesivas". no es considerada valida por Zermelo.7 moti­
vo por el cual recurre a un procedimiento mas complejo. que pasamos a 
analizar.' Supongamos que se nos da un conjunto A cualquiera del que 
queremos probar la existencia de un buen orden. Entonces se postula que 
hay una funcion! cuyo dominio es peA) y cuyos valores se dan en A, de 
modo que a cada subconjunto no vaclo B incluido en A la funci6n [Ie 
asigna un b perteneciente a B. L e .• !(B) = b con b en B. Una funci6n de 
este tipo se denomina hoy en dfa una funcion selectora. pues para cada 
sUbconjunto de A elige un elemento del mismo. Contando con la funci6n 
selectora procedemos del siguiente modo. Partimos de A = A., y como A 
pertenece a peA) existe un a. perteneciente a A tal que [(A) = 30- Luego 
consideramos A, = A - {a.}. con 10 que A, pertenece a peA). de modo 
que nuevamente existe un a, perteneciente a A, tal que [(A,) = a" con 10 
que podemos continuar tomando A, = A - {a .. a,}. etc .• y de este modo 
obtenemos el orden <a .. a" .. .• a" ... >. Continua Zermelo probando que 10 
que asf se obtiene es un buen orden. es decir. que es un orden y que todo 
subconjuriio no vacfo tiene primer elemento. Dado un conjunto B inclui­
do en A, el primer elemento de B segun el orden descrito sera el primer 
elemento de B que aparezca en la Iista <a .. a" ...• a" ... >. En esta prueba 
no formalizada se ve clara mente el uso de la operaci6n "partes de" y de la 
existencia de la funci6n selectora. Se puede intuir algo semejante a la 
operaci6n de uni6n para ir definiendo la Iista y de separaci6n para probar 
que todo sUbconjunto tiene primer elemento. La prueba en vistas a un 
sistema axiomatico que realiz6 Zermelo en 1908 usa los axiomas de ex­
tensionalidad, pares, uni6n, potencia yelecci6n.9 

De las dos operaciones visibles, la de partes parece mas intuitiva por 
10 que la prueba, en realidad, descansa sobre la existencia de la funci6n 
selectora. Este hecho no pasa inadvertido para Zermelo, pues dice que la 
existencia (en general) de una funci6n de tal tipo es un "principio 16gi­
co", necesario, por ejemplo, para probar que el numero de elementos de 
una parte de un conjunto es menor 0 igual que el numero de elementos 
del conjunto entero. Asf, la primera formulaci6n del axioma de elecci6n 
es: dado un conjunto A existe una funci6n [tal que a cada subconjunto B 
incluido en A Ie asigna un elemento de B.1 

7 Ibid I nota 5. 
8 Lo que aqu( vcrem05 CS una simplificaci6n de la primera prueba que hizo Zermelo: 

Zcnnelo, E., "Ekwei5 daM jede Menge wohlordnel werden kaM",Ann. , 59 (1904) 514-516. 
Esle artkulo se cilaD "Beweis", 

'Zermelo, E., "Neuer Beweis far die M6glichkcit einer Wohlocdnung",AIln. , 65 (1908) 
107·128. Deahora en m's se citar' "Neuer", Trad. inglesa en Van Heijenoort; op. cit. 

10 ct. p. 516 de "B(.."WCis". 
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2. Existencia, delinlbllldad, decldlbilidad 

Aunque en la epoca que nos ocupa aun no se habra desarrollado la 16-
gica matem~tica. realizaremos aqul un an~lisis formal para darle un mar­
co definido a ciertos problemas. 

EI problema de la existencia puede plantearse de una manera metaflsi­
ca. tal como ocurre si discutimos. por ejemplo. la concepci6n platonista 
de la matem~tica. Pero tambien puede analizarse la existencia en un mar­
co 16gico. tanto sint~ctica como sem~nticamente. La existencia de un en­
te matem~tico significa en terminos sem~nticos que. dada una interpreta­
ci6n. dicho ente pertenece al universo de la interpretaci6n. En este senti­
do la existencia est~ siempre relativizada a la interpretaci6n. Cuando un 
matem~tico trabaja. tiene en mente. de una manera m~ 0 menos clara 0 
confusa. un universo de objetos con determinadas relaciones. propieda­
des y transformaciones. A medida que su trabajo avanza. define nuevas 
propiedades. relaciones y operaciones. Tambien se aclaran conceptos y se 
va coherentizando todo este gran mundo de significados abstractos. al 
descubrir incompalibilidades y consecuencias. EI invesligador malem~ti­
co medio ve esle proceso como una realidad independienle que va descu­
briendo. como sl se Iratara de un explorador geogr~fico. pero de un mun­
do fantasmag6rico donde cuesla mucho trabajo saber que son las cosas y 
que propiedades tienen. A esla red de significados. a la que se suma algu­
na noci6n sem~nlica de consecuencia 16gica. la lIamaremos el modelo in­
ruitivo y a su definici6n sem~ntica formal. generalmente incompleta. el 
modelo pretendido (intended model). En el trabajo normal del malem~li­
co. exislencia significa pertenencia al modelo prelendido. En lerminos de 
modelo inluilivo la exislencia generalmenle depende de la claridad de las 
propiedades atribuidas al objelO: en cuanto se desconozcan eslOs 0 sean 
muy confusos se dudar~ en alribuir 0 negar exislencia a un objeto. Tam­
bien puede interpretarse en terminos de construcci6n: una operaci6n muy 
clara como la de sucesor en arilmetica. permile fabricar nuevos enles. 

Un problema tlpico de lodas las ramas de la malem~lica es delerminar 
si existe 0 no un ente con las propiedades PI' p, ..... P,. Aqul pueden pasar 
varias cosas. En primer lugar. que se conozca un objelO delerminado. Por 
ejemplo, lexisle un numero primo par? SI. pues 2 cumple con ambas pro­
piedades. En segundo lugar. puede ser consecuencia de olros supueslOS 
que no exista tal objeto. En esle caso. suponer la exislencia de un objelo 
con las propiedades PI' p, ..... P, es conlradiclOrio con otros supueslOS. 
por 10 que muchas veces se ulilizan pruebas por el absurdo: por ejemplo. 
sc supone la exislentia de un objelo con las propiedades PI' p, ..... P, Y se lie-
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ga a que no posee la propiedad P ,. Si esto no ocurre, el objeto en cues­
ti6n puede pertenecer al universo del modelo pretendido. En estos casos 
Hilbert tom6 una decisi6n dr:lstica: se puede afirmar la existencia del ob­
jeto en cuesti6n. Si no tomamos un supuesto tan fuerte quedlln dos posi­
bilidades: que pueda probarse la existencia de tal objeto a partir de los su­
puestos iniciales 0 que no pueda probarse que existe ni que no existe. 

En un lenguaje formalizado la existencia depende de la verdad de una 
proposici6n de la forma (Ex) <I>(x), donde <I>(x) representa una propie­
dad. Una vez que los supuestos b:lsicos han sido establecidos como axio­
mas en elleng~je formalizado, el problema de la existencia se reformula 
en la cuesti6n de si (Ex) <I>(x) es 0 no teorema del sistema. Si no 10 es, podrla 
pasar que ~(Ex) <I> (x) fuera teorema 0 que ni (Ex) <I>(x) ni ~(Ex) <I>(x) sean 
teoremas y que la cuesti6n de la existencia quede totalmente indetermi­
nada. Respecto de la soluci6n hilbertiana reci~n mencionada, s610 sirve 
en algunos casos, como en geometrfa. En teorla de conjuntos existen f6r­
mulas con significado intuitivo (Ex) <I>(x) y (Ex) Sex) que son incompati­
bles y que bajo algunos supuestos de consistencia, ninguna de las dos ni 
sus negaciones son teoremas. 

EI concepto de definibilidad s610 puede desarroUarse en relaci6n con 
un lenguaje formal determinado. Dada una interpretaci6n, que un objeto 
del universo de la interpretaci6n sea definible quiere decir que existe una 
f6rmula dellenguaje que s610 es satisfecha por dicho objeto. Esta f6rmu­
la representa una propiedad que s610 posee dicho objeto. La propiedad 
de ser un numero primo par define al dos, y la de no poseer ningun ele­
mento al conjunto vaelo. 

En teom de conjuntos si es definible un conjunto, debe exislir una f6r­
mula S (x) que es satisfecha por lodos los elemenlos del conjunto, y s610 por 
ellos. Tal Sex) representa una propiedad caracterfstica del conjunto. Si <I>(x) 
es la f6rmuJa que define at conjunto a, entonces (Ex) (y eX. <I>(x» es salis­
fecha por los elementos de a. Pero de aqul no se sigue que cada elemento 
de a sea deflDible. Por ejemplo peN) es definible, y una propiedad carac­
terlstica equivalente es ''x esl~ inc\uido en N", pero de aqul no se sigue 
que haya una f6rmula definidora para cada conjunto de naturales. 

La definibilidad es m~s interesante si en lugar de considerar una inter­
pretaci6n tenemos en cuenta los modelos de una teorla dada T. Si en 
cualquier modelo de una teoria de orden uno T lenemos un solo elemen­
to que satisface una f6rmula <I>(x), entonces T I- (E!x) <I>(x), con 10 cual 
tenemos una versi6n sint~ctica de la definibilidad. Que cada uno de los 
elemenlos de un conjunto sea definible, siendo <I>(x) la f6rmula definido­
ra de dicho conjunto, significa que para cada elemento b que satisfaga 
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(Ex) (y EX . <1>(X)) exisle una f6rmula 0,(x) que s610 es salisfecha por b. 
Dado un lenguaje L. una funci6n es considerada definible cuando exisle 
un lermino de L I(X\ •...• x,) que la representa. Que una funci6n sea defini­
ble no implica que 10 sean todos sus valores. Lo que sf podemos decir es 
que una funci6n definible da valores definibles para argumenlos defini­
bles. 

Ellereer conc.eplo que nos ocupa es el de decidibilidad. Un conjunlo a 
es decidible si y s610 si dado cualquier objeto b lenemos un algorilmo que 
nos permile delerminar en un numero finilo de pasos si b E a 0 si no b E a. 
En lerminos sinl~clicos. si en una leoria T. <1>(x) es la f6rmula definidora 
de a y o (x) la de b. lenemos que T I-(E!x) <1>(x) Y T I-(E!x) 0(x). EI con­
junlo a es decidible si lenemos un algorilmo que nos diga en un numero 
finilo de pasos si (Ex) (Ey) (<1>(x) . 0(x) . X E y) es 0 no leorema de T. En 
las leorias axiom~ticas de conjunlos usuales no existe un algorilmo de tal tipo. 

Una funci6n es calculable si y s610 si existe un algorilmo que nos da 
sus valores. Dada una leorfa T. un lermino I(X\' ...• x,) represenla una fun­
ci6n calculable en T si y s610 si dados lerminos cualesquiera <1\' •• •• <1, Y 
& sin variables Iibres. lenemos un algorilmo que permile decidir si 
t( <11' •••• <1,) = & es 0 no leorema de T. 

3. El earaeter meramente existeneial del axioma de eleeei6n 

Se h.abla del car~cler meramenle exislencial de una prueba cuando le­
nemos un leorema de la forma (Ex) <1>(x). pero no lenemos para ningun 
objeto a que salisfaga <1>(x) una f6rmula 0(x) que defina a a. Desde el 
PUniO de visla sinl~clico. dada una leorfa T lenemos T 1- (Ex) <1>(x) pero 
no lenemos un leorema (E!x) 0(x).lal que T I-(Ex) (<1>(x). o (x». EI he­
cho de que el axioma de elecd6n conduce a pruebas meramenle exislen­
dales esl~ pueslo de manifiesto en una de las rrimeras crhicas que desal6 
la prueba de Zermelo: la de Borel de 1904. t Dice Borel que dado un 
conjunto cualquiera M podemos considerar los siguienles problemas: 

A. Poner M bajo 1a forma de un conjunto bien ordenado. 
B. Dado un subconjunto cualquiera M' de M, elegir en M' de una manera 
determinada (pero adem~s arbitraria) un elemento m' [ ... ] esta elecci6n de­
ber~ ser hecha para lodos los subecnjunlos M' de M. 

11 Borel, Emile, "Quelques remarques sur les principes de la th<!:orie des ensembles", 
Ann., 60 (1905) 194·195. Este Irabajo se citar~ "Remarques", Tom6 difusi6n antes de su pu ­
blicaci6n, como 10 prueban las fechas de algunas de las canas que analizaremos. 
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Yagrega que es sabido que toda soluci6n del problema A dar~ una so­
luci6n del problema B. EI m6rito de Zermelo, segun Borel, consiste en 
haber mostrado la recfproca: que dada una soluci6n de B tenemos una de 
A Pero no considera que exista una prueba de que todo conjunto puede 
ser bien ordenado, pues no acepta que siempre exista la funci6n selectora 
de Zermelo. Dice que para resolver B "serfa necesario dar un medio, al 
menos toorico, de determinar el elemento distinguido m' de un subcon­
junto cualquiera M' ". Y agrega que este froblema "es de los m~ arduos, 
si se considera, por ejemplo, el continuO".1 

Borel pone de manifiesto que la funci6n selectora de Zermelo no est~ 
definida, sino que simplememe se postula su existencia. Supongamos que 
queremos bien ordenar los n6meros reales. Segun el principio de Zerme-
10 existe una funci6n que a todo conjunto de numeros reales Ie hace co­
rresponder un numero, pese a 10 cual, fijado el ejemplp de tal conjunto el 
numero que Ie oorresponde queda totalmente indeterminado, pues la 
funci6n no ha sido definida. 

La alusi6n al medio "al menos meramente too rico" puede apuntar a 
no pedir demasiado, como por ejemplo la calculabilidad de la funci6n. 
En panicular, la pol6mica circulante en dicho tema hace suponer que se 
habfan realizado grandes esfuerzos para definir un buen orden del conti­
nuo, pero inutilmente. 

EI tema retorna en la primera de las Cinco carras, de Hadamard a Bo­
rel. Hadamard hace referencia a la distinci6n de un contempor~neo suyo 
entre una funci6n que puede ser definida y una funci6n que puede ser 
descrita, pero con un significado distinto del actual, pues "definida" hace 
referencia a la mera existencia. En tal sentido Ie dice a Borel: "TU em­
pleas correspondencias en las cuales constatas la existencia, sin poder 
ahora describirla". EI sentido de "describir" es m~s ambiguo, oscilando 
entre la definibilidad de la funci6n y la de cada uno de sus valores. Hada­
mard, por una parte, dice que Zermelo "no da ningun metoda de ejecutar 
e[ectivamente la operaci6n de la cual habla", pero por otra dice que el 
problema es "saber si la correspondencia podr~ alguna vez ser indicada 
de hecho".13 

Este an~lisis de Hadamard nos muestra el desarrollo de una concep­
ci6n totalmente extrana a la matematica anterior al siglo XIX: la de consi­
derar la mera existencia sin que se pueda hacer alusi6n a un objeto deter­
minado. La visi6n m~s concreta afirma que existe un objeto cun determi­
nadas caracterlsticas cuando se puede dar un ejemplo. Asf, existe un nu-

12 Op. cit I 194. 
1] ~0fU, p. lSI. 
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mero primo par, porque el dos cum pie con esta condici6n. La visi6n m~s 
abstracta puede, razonando, lIegar a la afirmaci6n de existencia sin cono­
cer un ejemplo. Y esto ultimo se repite una y otra vez cuando nos ocupa­
mos de conjuntos infinitos. EI tralamiento del infinito actual realizado 
por Cantor abri6 la gran puena a este tipo de razonamieOlos, pues los 
conjuntos infinitos no pueden ser indicados por extensi6n. 

En la tercera de las canas, Lebesgue expone c1aramente el problema: 
"iSe puede demostrar la existcncia de un ente matem~tico sin definirlo?" 
y aclara el sentido de "definir": "La palabra 'definir' tiene todo el tiempo el 
sentido de: nombrar una propiedad caracterisLica del definido". Este sentido 
es bastante similar al que hemos especificado en la secci6n anterior. Aclara 
luego que la respuesta a dicha cuesti6n ohedece solamente a una convenci6n 
y explicita que eltoma un punto de vista similar al de Kronecker, contestan­
do que no a esta pregunta. Aun mM, exige no 5610 la definibilidad de la fun­
ci6n sino la de sus valores. Dado un sUhconjunto B de A, la funci6n selectora 
"elige" un elemento b e B, tal quef(B) = by en estesentido Lebesgue acla­
ra: "empleo la palabra 'elegir' en el sentido de nombrar".' · 

En la cuana carta Hadamard traza una divisoria de aguas, posibilitada 
por la discusi6n anterior. De un lado se ubicarlan Lebesgue, Baire y Bo­
rel, los cuales. segun Hadamard, habr!an aceptado el punto de vista de 
Kronecker. Del Olro lado se ubicaria Hadamard. EI criterio para estable­
cer la distinci6n son las dos respuestas posibles a la pregunta "iSe puedc 
demostrar la existencia de un ente matem~tico sin definirlo?". Hadamard 
responde que sl y por eso dice "que nos sea imposible, al men os actual­
mente, nombrar un elemento de este conjunlo, coincido. He aquf una 
cuesti6n para ustcdes; no 10 es para m!". 15 

Un problema interesante es el suscitado por el hecho de que Borel y 
Lebesgue hab!an utilizado procedimientos en los cuales interven!an de 
alguna manera afirmaciones de mera existencia. Si se toma el punto de 
vista que homologa existencia y definibilidad, el unico valor que puedc 
poseer una prueba de tal tipo es el de indicio de una prueba efectiva. En 
realidad, la tosquedad de los metodos de prueba hac!a que se rechazaran 
algunos principios en unas pruebas y se aceptaran los mismos en otras. 
Hadamard pide en esle sentido que se sea consecuente. Borel contesta en 
la quinta carta que sus resultados son "absolutamente valiosos y que po r 
10 tanto conducen a resultados efeclivos" pero de hccho es s610 una ex­
presi6n de deseos. 16 

14 L efolls, pp. 154 Y 155, 
IS LefollS, p. 157. 
16 UfOflS, p. 159. 
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La discusi6n que acabamos de conlar sirvi6 para que en su momenlO 
se aclarara bastante el problema de la existencia en teorfa de conjunlOs, y 
sent6 dos concepciones de la existencia desde el punto de vista 16gico, 
que desembocarfan, una en el intuicionismo, otra en la concepci6n c1Asi­
ca. l7 Este parece ser el fundamenlO de que se catalogue a algunos de los 
autores que nos ocupan de usemiintuicionistas". 18 

Desde el punto de vista actual podemos decir que, si ZF es consistente, es 
consistente con ZF el suponer un buen orden definible para tOdo conjunto. 
En efecto, en 1938 GOdel formul6 el axioma conocido como V = L, pro­
bando que si ZF es consistente, tambien 10 es ZF + V = L, Y es conse­
cuencia de V = L que existe un buen orden definible del universo de los 
conjuntos.'9 En cambio, agregar s610 el axioma de elecci6n a ZF tiene co­
mo consecuencia la:JX>sibilidad de modelos con conj unlOs cuyo buen or­
den no es definible. 

4. EI problema del sujeto 

En las circunstancias de entonces, si bien por una parte una discusi6n 
puramente 16gica era imposible, por el estado incipiente de la disciplina 
en 10 que respecta al anAlisis del razonamienlO matemAtico, por otra par­
te se evitaba la discusi6n puramente metafisica. Por eso es que, siendo la 
cuesti6n de la existencia eltema principal de la discusi6n, una y otra vez 
se la situa en un contexlO gnoseol6gico, por 10 cual el problema del suje-
10 es un subtema recurrente, presente siempre en la polemica, ya sea de 
una u otra manera. En efecto, tratar la existencia en sf misma serfa meta­
fIsica, pero entonces considerar 13 existencia para 0050tr05 es siluarse 
muy cerca de la cuesti6n de c6mo podemos saber que existe tal 0 cual en­
te matemAtico. 

En primer lugar pOdemos considerar la siguiente pregunta: ique ca­
racterfsticas posee el sujeto? En los desarroUos teol6gicos de Cantor se 
diferencia entre la capacidad de conocer de Dios y la del hombre, pero 
ciertos procedimienlOs las homologan?' En panicular si consideramos 
las elecciones sucesivas nos encontramos con que el hombre en un tiem­
po finito s610 puede realizar una cantidad finita de elecciones. Suponer, 

17 EI intuicionismo rechaza (ambitn las pruebas de mera exislencia, pero pidiendo que el 
cnte en cuesti6n sea conslTUclibl~ en Jugar de tkfinible. 

18 cr. Fraenkel, A At Bar·HilleJ, Y., FowldariOtuo/Sa nlCory. Amsterdam, 1958, p. 205. 
19 GOcIel, K., "The Consistency or (he A,iom of Choice and the Generalized Continuum 

HYJX>lhesis",Proceedings of the NOlioliolAcademy o/Sciences USA, 24 (1938) 556-557. 
2:0 cr. Devlin, K. J.,ASpeCLS O!COllSlTUctibili'Y, BerUn, Springer, 1973, LNM 334, p. 24. 
21 cr. Hallett. M., Camorian Sa I1leoryond Limitation o/Size, Oxrord, 1984. p. 13. 
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como hace Cantor, un n"mero infinito de elecciones sucesivas es exceder 
el poder de conocimiento del hombre. Este debe ser el motivo por el cual 
Zermelo rechaza el procedimiento cantoriano y propone, en lugar de las 
elecciones sucesivas, una funci6n seleclOra que elige simultaneamente. 

Para Borel postular la existencia de la funci6n selectora es 0010 una 
manera de ocultar "bajo el aparalO 16gico" el procedimiento de las elec­
ciones sucesivas.22 En contra de la concepci6n de que la 16gica mostrarla 
la dinamica pura de los conceptos, aqul hay una mera traducci6n de un 
procedimiento subyacente y oculto. 

Para Hadamard no existe ninguna analogla entre las elecciones sucesi­
vas, dependiendo cada una de elias de las anteriores, y el procedimiento 
de Zermelo, en el cual son independientes.23 Lebesgue, quien rechaza 
ambos procedimientos, duda frente a considerarlos homologables. Por 
una parte, el hombre s610 puede realizar un n"mero finito de elecciones: 
"Ia vida es muy corta"?· Pero por Olra hay una simplificaci6n del planteo: 
en oposici6n a Borel no s610 no sostiene que Zermelo no habrfa confun­
dido mas ·Ia cuesti6n, sino que realiz6 un "rawnamiento simplista" redu­
ciendo todo a una sola dificultad, s610 que muy grande: iexiste la funci6n 
selectora 125 . 

Discutir en estos t~rminos qu~ procedimientos son aceptables y cuales 
no es determinar las capacidades del sUjeto en matematica. En slntesis, el 
sujeto capaz de elegir sucesiva y transfinitamente de Cantor es inacepta­
ble para todos. Tambi~n coinciden en que todo hombre puede realizar un 
n"mero finito de elecciones y esta capacidad debe estar presente en el su­
jeto de la matematica. Pero la posici6n es distinta Crente a la pregunta 
ipuede el sujelO de la matematica realizar un n"mero infinito de eleccio­
nes simultaneas1 En efeclO, aqullas aguas se dividen en el mismo sentido 
que en la discusi6n "ipuede probarse la existencia de un ente malemalico 
sin definirl01", de modo que Zermelo y Hadamard contestan que sl y Baire, 
Borel y Lebesgue que no. 

la conexi6n entre ambas preguntas es la siguienle. Si exiSlencia impli­
ca definibilidad, enlonces probar implica nombrar. Si aceplamos la reali­
zaci6n de infinilas elecciones simullaneas estarlamos aceplando una 
prueba don de no se pueden nombrar los infinitos elementos elegidos, por 
10 que eslarlamos probando la exislencia de enles para los cuales no lene­
mos una dcfinici6n. 

2Z cr. "Remarqucs", p. 195. 
2J cr. Lefons, p. 151. 
24 cr. UfOIlS, p. 156. 

" Cr. Lefons. p. 155. 
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En ttrminos metaflsicos se puede ser platonisla y soslener la exislen­
cia de entes malem4licos independienlemenle del hombre y por 10 tanlO 
de Ia eapacidad humana de conocer. Si no se es plalonisla es porque de 
alg6n modo se hace depender del hombre la exislencia de los entes male­
m4ticos. En ttrminos gnoseol6gicos la posici6n melaflsiea que se haya 
tornado determina un sujeto: m4s pasivo el del plalonismo, en cuanlo no 
modifiea el cielo plal6nico; m4s activo el de las olras posiciones. 

En ttrminos de modelo inluitivo, lomar partido por una y olra posi­
ci6n no 5610 modifiea las nociones que se lengan desde el principio acer­
ea de entes, relaciones, elc., sino que delermina la 16giea que Ie da cohe­
rencia a esle mundo sem4ntico. Esle fue uno de los mayores aportes del 
intuicionismo, el cual, debido a la integridad que posee, moslr6 con un 
ejemplo hist6rico una posici6n metaflsica, gnoseol6gica, malem4lica y 16-
giea consecuente. 

Esle inlerrelaci6n resulta clara en la posici6n de Hadamard pues dice 
que la descripci6n efecliva es una "pura cuesli6n de senlimienlos", "fuera 
de las matem4Iicas". Agrega que "pertenece al dominio de la psicologla y 
es relaliva a una propiedad de nueslro esplrilu; es una cuesli6n de esta 
naturaleza saber si la correspondencia empleada por Zermelo podr4 al­
guna vez seT indicada de hecho"."JIJ Enlonces, segun Hadamard, 10 propio 
de la matem4lica es establecer si exisle 0 no la funci6n en cuesli6n, mien­
tras que Ia "descripci6n", es decir el problema de la efeclividad, se remile 
al sujeto y a su eapacidad para indica ria y conocerla. 

Hadamard, con una visi6n plalonisla, acepla la exislencia de la funci6n 
selectora (y de las e1ecciones simult4neas) independienlemenle de nues­
tra capacidad de conocer. Luego, tambitn independienlemenle de que 
podamos nombrar la funci6n 0 definirla. Para Baire, Borel y Lebesgue la 
cuesti6n serla "podemos ordenar", para Hadamard use puede ordenar".27 
Borel califiea la poslura de Hadamard de "una pura abslracci6n metafI5;­
ea, fuera de loda realidad cienl(fica".28 

Borel acusa a Hadamard de "metaflsico" por conlraposici6n a cient(fi­
co. Hadamard a Borel de subjelivisla por oposici6n a objelivisla. EsIO de­
termina que la discusi6n sea a la vez gnoseol6giea y melaflsiea, porque en 
realidad se trata de ver si la exislencia de los enles malem4licos depende 
del sujelo y en qut medida. Yen este sentido 10 que eran dos ooncepcio­
nes de Ia exislencia se toman dos concepciones acerca del sujelo. Zerme-
10 y Hadamard suponen un sujeto m4s poderoso, en cuanll1 reconocen 

"a. Ufon.r, p. lSI . 
17 a . Ufon.r, pp. 1S7 Y 173. 
"a·UfotU,p.173. 
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procedimientos que Baire, Borel y Lebesgue rechazan. Esta discusi6n 
tambien innuir~ hist6ricamente en el intuicionismo, el cual, por tener co­
mo un presupuesto un sujeto menos poderoso, deber~ mutilar los meto­
dos de prueba. 

s. EI orden como relacl6n 

Decir que un conjunto est~ ordenado es decir que existe una determi­
nada relaci6n29 entre sus elementos, pero el concepto de relaci6n sufri6 
una fuerte transformaci6n entre 1900 y 1920, siendo este hecho mostrado 
parcial mente en la discusi6n que nos ocupa. Una relaci6n puede ser en­
tend ida como un vfnculo entre objetos no separable de estos, 0 como un 
ente independiente.30 

Si vinculamos esquem~ticamente las concepciones plat6nica y nomi­
nalista con las relaciones, podriamos emparentar al nominalismo con una 
especie de atomismo donde las relaciones dependen de los individuos, en 
algun sentido anteriores. Por su parte, el platonismo se vincularfa con al­
gun tipo de estructuralismo, en el cuallos individuos se limitan a ocupar 
los lugares vaeros previa mente existentes por la red relacional. L1evando 
al extremo este an~lisis esquem~tico dirfamos que, para una concepciOn 
primero son los objetos y las relaciones son algo dependiente de estos, 
para la otra las relaciones son independientes y los objetos lIenan una es­
tructura previa.3! 

En 10 que respecta a nuestro tema, en 1904 se concebfa a las relaciones 
con un alto grado de dependencia de los objetos. En el caso particular del 
continuo, mientras que actual mente se consideran separadamenle el con-

29 Nuestro anjlisis se limitani a relaciones binarias. 

30 Para aclarar esto consideremos las visiones plat6nica y nominalista de las propiedades. 
La concepci6n nominalista sucle expresarse diciendo que las propiedades no existen separa· 
damente "antes de las cosas", ni "(uera del alma". Los hombres tenemos un concepto de be· 
lIeza y decimos "este jarr6n tiene una gran belleza", como si el jarr6n y la bellez.a fueran en­
tes separados, pero para 18 visiOn nominalista esto es 0010 una "manera de hablar", Por olro 
lado, la concepciOn lIamada plat6nica, realista 0 idealista sostiene que las propiedades tienen 
una exi.stencia indepe:ndiente anterior a las rosas. Inspirnndose en Plat6n, considera, por 
ejemplo, la belleza como alga aistente en sf mismo y anterior a las cosas. Este punta de vista 
se aleja en alglln senlido del de Plat6n. 

31 En Bourbaki, N., Elonenlos tk historio tk los mOlemdricos, Madrid, Alianza , 1972, se 
dice: "En 10 referente a esto, ha sido sobre todo diacil conseguir Iibrarse de la impresi6n de 
que los objelos malem:Hicos no son 'dados' con su esDUCturO; ha sido necesaria una larga 
prnclica del amUisis funcional para hater familiar a los matem<iticos modemos la idea de 
que, por ejempla, aislen varias tapologfas 'naturales' para los nt1meros racianales, y va rias 
medidas sobre la recta real . Con esta disociaci6n se pasa finalmente a la definici6n general 
de estructuras" (pp. 38 Y 39). 
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junto de objetos (los numeros reales) y su "orden natural", en aquella 
tpoca tiende a verse como una sola cosa objetos y orden. En particular, 
las expresiones como "reordenarlos", "ponerlos en un orden semejante al 
de tal otro conjunto", etc., est~n sel\alando que debemos realizar dos pro­
cesos para bien ordenar los reales: primero abstraer el orden natural y 
considerar el conjunto de objetos. Luego considerar el buen orden. 

Si concebimos a las relaciones como objetos entonees debemos haeerles 
corresponder objetos de nuestro universo de discurso. Si nuestro universo 
tiene conjuntos e individuos parece natural haeerles corresponder conjun­
tos. Hist6ricamente Hessenberg les hizo corresponder conjuntos a los 6rde­
nes en 1909,32 y en 1914 Hausdorff3 da la coneepci6n general de las relacio­
nes como conjuntos de pares ordenados. Esto Uev6 a haeer 10 mismo con 100; 
pares ordenados y en 1914 Wiener derme <a, b> = {{a, OJ, {b, 1}}34 Y luego 
en 1921 Kuratowski da la definici6n actual <a, b> = {{a, b}, {a} }.35 En 
esta conceptualizaci6n probar que determinado conjunlO tiene una rela· 
ci6n es probar la existencia de la relaci6n. 

Esta visi6n est~ expresada en una carta de Baire: "personalrnente dudo 
de que pueda encontrarse alguna vez una medida comOn entre el conti­
nuo 0 10 que, en la especie, resulta 10 mismo, el conjunto de todas las su­
eesiones de enteros positivos y los conjuntos bien ordenados. Hay aqul, 
para ml, dos cosas, las cuales no est~n definidas m~s que virtualmente, y 
es probable que las dos virtualidades sean irreductibles". Por una parte el 
continuo, y por otra los conjuntos bien ordenados, se conciben como si 
conjunto yorden fueran una sola cosa. Baire diee en el p~rrafo citado que 
no estamos hablando de entes reales, sino de entes virtuales que hemos 
definido con determinadas caracterlsticas, por 10 que no estamos buscan­
do tampoco un vinculo real entre el continuo y buen orden, sino la mane­
ra de reducir uno de estos entes virtuales al otro. En otras palabras, la exis­
tencia de una "medida comun" nos lievarla, por ejemplo, a que la defini­
ci6n del continuo tuviera impllcita la del buen orden, de modo que el 
continuo se pudiera "reducir" a un conjunlO bien ordenado. EsIO signifi­
carla algo asl como transformar el orden del continuo en un buen orden, 
cosa que es considerada poco probable. 

Hasta que punto se considera como una sola cosa el conjunto de los 
reales y su orden natural 10 muestra tambitn la prueba que utiliza Borel 

"0. Levy, A.,&sic Sa T7~, Berlfn, 1979, p. 37. 
3J Hausdorff, F., Grwrdziigetkr Mengenl</ve, Leipzig,1914. 

304 Wtcner, N., "A Simpliricalion of the Logic or Relations", Proc. Comb. PhiL Soc., 17 
(t914) 387·390. 

JS Kunuowski, K., "Sur la nOlion d'ordrc dans la throrie des ensembles", FUlldomema 
M.thmllllicD<, 2(1921) 161·171 . 
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en su libro para mostrar que el continuo no es numerable. En lugar de re­
currir a la prueba c1l1sica de la diagonal, usa una prueba mlls complica­
da,36 tambien de Cantor, en la cual FIgura el supuesto de que todo con­
junto acotado de reales tiene supremo. Este principio, considerado im­
prescindible para la definici6n del continuo, no es utilizado en la prueba 
de la diagonal. 

6. La formulaci6n de axIomas 

Esta discusi6n, al igual que otras generadas por la prueba de Zermelo, 
contribuy6 en buena medida a la formulaci6n axiomatica de la teorla de 
conjuntos que realizarla Zermelo en 1908. 

A mediados del siglo pasado, Boole desarrolla una teorla de c1ases con 
operaciones diadicas de intersecci6n, uni6n y complemento, tratando de 
algebrizar el rawnamiento, con las miras puestas principalmente en los 
silogismos. Un par de d&:adas mlls tarde, Cantor utiliza reiteradamente 
uni6n e interseeei6n para familias infinitas. 

En una carta de Cantor a Dedeltind de 189937 figuran, explicitados co­
mo principios, uni6n, separaci6n y partes. En otro sitio da un axioma 
equivalente al de remplaw.38 Aunque esta carta no se publica hasta 1938, 
darla la impresi6n de que de algun modo los conceptos vertidos en ella 
tienen, en la epoca que nos ocupa, una pequeiia difusi6n. 

Pero en 1904 no hay ni principios expllcitos utilizados en las pruebas, 
ni acuerdo sobre que operaciones sobre conjuntos son aceptables, por 10 
que la prueba de Zermelo podia ser atacada en multiples sentidos, como 
de hecho ocurri6. Es entonces interesante volver a ella para realizar un 
analisis mas detallado, pues el desarrollo que se hizo en el apartado 1 es­
taba simplificado. Tal como vimos en la seeei6n anterior orden y conjunto 
tendlan a verse unificadamente, por 10 cual Zerrnelo, en lugar de ir definien­
do la secuencia <a .. a" ... , a(O ... > define una secuencia de conjuntos Ma 
bien ordenados, de modo que M. sera el vacto, M, tendra un elemento y 
la secuencia terminara con un Ma que coincidira con A, el conjunto 
que se querla bien ordenar. En relaci6n con la prueba del apartado 1, 
Ma = A - An· lPor que existe Ma? En terminos modemos Mil = U a < a Ma 
con usos de; los axiomas de uni6n y remplaw, y la teona cantoriana de los ordi-

" C[, Uforu, pp. 12y 13. 
l7 Cantor, G., GeulInmdle AbluuuJ/ungm modzematischen und philosophischm Inhales. 

Berlin, 1932, p. 444. 
38 No es 16gicamente equivalenlc, sino equivalenle en presencia de los axiomas de Ja leo · 

lia de Zermelo, sin utilizar elecci6n . 
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nales transfinitos. Un cierto uso implfcito del axioma de uni6n es indi­
cado en otra crltica fuera de nuestro tema. EI axioma de remplazo, 
aunque preanunciado por Cantor, recitn comienza a luchar por incor­
porarse a la teorla de conjuntos en la dtcada del 20. De lodos modos, 
no es necesario en esta prueba, hecho que s610 va a quedar claro mucho 
tiempo desputs, cuando se analicen las relaciones como conjunlos de 
pares ordenados. 

AI definir Ma = A - Aa estamos usando la operaci6n de complemen­
to. Aunque esta operaci6n era generalmenle aceplada en aquella ~poca , 

hoy en dla se la suele definir recurriendo a separaci6n: x e Ma ~ x e A 
& ~ x e Aa' Si bien la operaci6n de separaci6n era de uso general, se 
suele decir que su formulaci6n como moma es publicada por primera 
vez por Zermelo en 1908. Sin embargo Lebesgue dice en su carta que 
para Canlor "definir un conjunto M es nombrar una propiedad P pcr­
leneciente a ciertos elemenlos de un conjunto N previamcnte definido 
y caracterizando, por definici6n, los elementos de M,,?9 Si recordamos 
la relaci6n que tienen para Lebesgue definibilidad y exislencia, esto es 
un postulado de exislencia, con 10 cual el axioma de separaci6n habrla 
sido publicado ya en 1905. 

Pero tal como hablamos dicho, las dos operacioncs visiblcs son la de 
parIes y la de elecci6n. A la segunda la hemos analizado cn delalle y la 
discusi6n tratada sirvi6 para difundir en dicha ~poca la idea de que sc lra­
taba de una operaci6n independienle. A tal punto que Zermelo dice en 
1908 que debe agradccer a Peano y a los malem~licos cuyos lrabajos ana­
Iizamos aqul por presentar evidencia a favor de la independencia del pos­
lulado de elecci6n.4ll 

En la concepci6n de Zermelo Ires cosas son importantes cn una for­
mulaci6n axiom~tica: a) que los principios sean 10 suficienlemenle CSlre­
chos como para que de ellos no se deriven conlradicciones; b) que sean 10 
suficienlemente amplios como para rescalar lodo 10 valioso de la leorla 
de conjuntos; c) que sean independicnles.41 Lo ultimo fue en cierto grado 
aclarado por la discusi6n analizada. En relaci6n con la primera, Baire en 
su crllica expresa: "para ml todo 10 que el [i e. Zermelo) dcmucslra, es 
que no percibimos contradicci6n al concebir que, en todo conjunlo que 
se nos defina, los elementos tengan entre sl relaciones de posici6n idtDli-

,. cr. Ufons, p. 1S3. 
40 O. "Neuer Seweis", pp. 111 Y 112 
<41 Cr. Zennelo. E., "UnleBuchungcn tlber die Grundlagcn dec Mengcnlehre t",Antl_, 65 

(1908) 262·281 , pp. 261 Y 262. 
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cas a la de los elementos de los conjuntos bien ordenados .... 2 Hadamard 
realiza el siguiente comentario respecto de esta frase: "no comprendo 
c6mo Zermelo puede haber demostrado que no percibimos contradic­
ci6n, etc. [ ... J Eso no se demuestra, sino que se constata: 0 se la perci­
be 0 no se la percibe ... 43 La visi6n mas prudente de Hadamard quiere 
seguramente tomar recaudos contra la incierta aparici6n de contradic­
ciones futuras.44 

Zermelo se ubica en la linea de Hilbert, quien para ese entonces habia 
definido la posici6n de que podemos afirmar la existencia de un ente ma­
tematico con la sola condici6n de que no genere contradicciones en un 
sistema dado;4S Hadamard dice que prefiere no situar el problema "a la 
manera de Hilbert, sobre el terreno de 10 no contradiclOrio". Pero no pue­
de dejar de asombrar la fundamentaci6n, pues continua: "que me parece 
aun que surge de la psicologia y que lIeva a tener en cuenta las propieda­
des de nuestro cerebro ... 46 Diflcil comprender esta observaci6n si olvida­
mos el psicologismo que imper6 en la 16gica y la matematica del ultimo 
tercio del siglo pasado. Segun esta concepci6n la 16gica estudia las leyes 
del pcnsamiento, pero en tanto que proceso cerebral, de modo que la 
Cundamentaci6n de los principios de la 16gica y la matematica debia 
buscarse en la fisiologia del cerebro. Los ecos de esta posici6n se escu­
chan en la Philosophie der Arithmetik de Husser!. Hilbert no fue psico­
logista ni en 16gica ni en matematica, pero en 1904 su punto de vista 
se hallaba aun en camino de ser la concepci6n Cormalista madura. Pe­
ro para Hilbert en 1904, el poseer 0 no contradicciones es algo que co­
rresponde a un sistema axiomatico, sin tener en cuenta "las propieda­
des de nuestro cerebro". S610 una atm6sCera psicologista puede dar lu­
gar a la mala interpretaci6n de Hadamard, quien al querer erradicar la 
posici6n psicologista descarta tambien algunas consideraciones pura­
mente 16gicas. 

Respecto del segundo de los requerimientos de Zermelo para los siste­
mas axiomaticos, nos encontramos con una diflcil pregunta: lque es 10 
''valioso'' (Wertvolle) en teoria de conjuntos? 

"Cf.LcfollS, p. tS2. 
"cr. LcfollS, p. 157. 
44 Baire en 13 cita no esl~ usando "demostrar" en un sentido otricto. Es como si a la 

prucba mal hecha de un alumna, el prorcsor sc burlara: "usted no demostro el teorema, to 
t1nico que dcmostr6 es que no sabe'" . 

45 En este senlido habfa rormulado con txilo su axioma de completud (VolJstiindigkeils­
atiom) en geometrfa: el dominic al cual se rcliere 1a teona debe sec 10 mjs abarcante pasi ­
ble. 
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Aqul estamos frente a una discusi6n donde los principios son elegidos 
en base a sus consecuencias, como frecuentemente sucede en la ciencia 
emplrica. En este sentido Russell dice: "A1gunas premisas son mucho 
menos obvias que algunas de sus consecuencias, y se cree en elias princi­
palmente a causa de sus consecuencias. Se advertinl que esto sucede 
siempre cuando se presenta una ciencia 'como sistema deductivo. Las pro­
posiciones 16gicamente mlis simples del sistema no son las m4s evidentes 
ni las que proP:Qrcionan la parte principal de nuestras razones para creer 
en el sistema".41 En este sentido la aceptaci6n 0 rechazo de la funci6n se­
lectora y la discusi6n sobre la existencia en matem4tica es posterior al 
juicio de evidencia de cienos teoremas y a la determinaci6n de que es 
"valioso" y que no 10 es en matem4tica. En efecto, en su Iibro Borel habia 
utilizado un procedimiento por elecciones sucesivas para probar que to­
do conjunto infinito tiene un sUbconjunto numerable y luego cuestion6 
este procedimiento.4S EI eje de la aceptaci6n 0 rechazo de la funci6n se­
lectora est4 determinado porque para Borel, Baire y Lebesgue el conti­
nuo no puede ser bien ordenado y de ahl proceden al an41isis y la crilica 
de los procedimientos de prueba. Para Zermelo, y quiz4 para Hadamard, 
la cuesti6n del buen orden resulta indispensable para mantener la leorfa 
cantoriana de los numeros Iransfinitos, y de ahl su aceplaci6n que explici­
ta al final del arUculo citado: el axioma de eleccion es necesario para for­
mu/ar la leoria canloriana de los numeros cardinales.'9 En particular es 
necesario para que los cardinales de dos conjuntos cualesquiera sean 
comparables, es decir que dados A y B, 0 bien el cardinal de A es mayor 
que el de B, 0 bien es menor 0 bien son iguales. Canlor us6 impUcilamen­
te un principio equivalenle al axioma de elecci6n.so 

Oua prueba de esto es que las crfticas apuntan indiscriminadamenle a 
uno u otro lado, hasta que al final de la discusi6n que lralamos loda la ar­
Iillerla pesada est4 dirigida conlra la existencia de la funci6n selectora. 
En este sentido debe inlerprelarse la crflica (Ie Bai re a la operaci6n de 

47 Russell, B., MAlomismo l6gico", en Ayce, A J. t EI posilivismo I6gico. M6cico, FeE 
1965, p. 39. 

411 cr. Lefons, pp. 12 Y 13. Es cierto que en un primer momento inlents como defensa de 
IU prueba cl accplar una cantidad numerable de eJeccwnes y rechazar las que excedan eslC 
cardinal. Pem rMs Larde, seguramente innuenciado por Hadamard, termina rechazando tam· 
b~n Ia posibilidad de realizar una cantidad numerable de e lecciones sucesivas. La 1lltima de­
fenaa que intenta de su prueba es acudir a 18 diferencia entre conjuntos simplemente Dume­
rabies y conjuntos erect iva mente numerables, pero la cuesti6n nada tiene que vcr . 

.f9 Zermelo, E., "Beweis", p. 516. 
SO O. Cantor, G., Gesammelle Abhandlungm mothmralischen und philosophischen III ­

hDks, Berlln,1932, p. 451. 
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partes, pues sostiene que partiendo del becho de que "un conjunto estc 
dado", "es falso para m{ considerar los panes de eSle con junto como do­
dos"5t Es interesante selialar que aqul no se est~ criticando sOlo la ope­
raciOn "lOmar el conjunto de partes de A", sino que se est~ cuestionando 
tambicn que si B est~ ineluido en A se pueda siempre afirmar la existen­
cia de B. Por ejemplo, podrlamos sostener que no todo subconjunto de 
los naturales existe. Esto se puede relacionar con el problema de la defi­
nibilidad, puesto que no IOdo conjunto de los naturales es definible. Pero 
esta posiciOn no triunfa por el usc constante que se hace de la operaciOn 
"tomar el conjunto de partes" en matem~lica. 

Vemos aqul que hist6ricamente ocurriOlo siguiente: hubo una prueba, 
cuyo resultado no era aceptado ROr algunos y esto deriv6 en una discu­
si6n de los mClOdos de prueba, en la cual principalmente se tratO de evi­
denciar cu~les eran los principios utilizados. Una vez puestos sobre el ta­
pete algunos de estos, esta labor se entronca con la posiciOn de Hilbert 
de fundamentar la matem~tica d~ndole la forma de sistemas axiom~ticos, 
con 10 cual surge una imponante pregunta: i.cu~les son los criterios para 
elegir axiomas? Hilbert expresa elaramente su posiciOn en 1922: los frin­
cipios deben ser "10 m~s simples, intuitivos y entendibles posible", 2 de 
modo que cn la cpoca que nos ocupa deberla pensar algo similar. Zerme-
10 en 1908 toma una posiciOn dirercOle, criticando la evidencia como cri­
terio y juzgando al principio de elecciOn por sus consecuencias.Sl Hoy en 
dla esta pregunta tiene respuestas muy complejas, que merecerlan un tra­
tamiento aparte. EI an~lisis realizado aqul sirve como ejcmplo hist6rico 
de 10 que puede incidir para aceptar 0 rechazar un principio y de la com­
plejidad de los problemas envucltos en una discusiOn de taltipo. 

7. Conclusiones 

La discusi6n franccsa sobre la prucba de Zermelo se ocup6 fundamen­
tal mente del problcma de la existencia en matem~tica, dividicndose en 
dos posiciones segun la respuesta que se Ie de! a la pregunta i.se puede de­
mostrar la existencia de un ente matem~tico sin definirlo?, y durante este 

Sl cr. UfOtlS. p. 152. Baja ate prcsupueslO la prucba de ZermcJo cae antes de que se 
cueslione 10 que analizamos anleriormenle. La crllica de Baire atenla conlra el concepl0 
mismo de buen orden, pues si en un bucR orden lodo subconjunlo liene primer elemento, 
necesilamos el conjunlo de las panes. Tomando Is posici6n de Baire, dado un conjunto A, 
no liene senlido en general preguntarsc si exislc 0 no un buen orden sobre A 

S2 "Modic/1St cUI/aehOf. OIlJ7Chail/ichc1I "nd Iass/k/ten Prinzipien", "Neubegn1ndung der Ma­
Ihemalik. Ersle Milleilung" en Hilbert, D., Gesommcl~ AbhalldJungen, Berlrn, 1970, p. 160. 

53 Gran pane del desarrollo de "Neuer" se encuenlra en esla tesitura . 
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debate se aclar6 el concepto de definibilidad, imponicndose el sentido de 
"nombrar una propiedad caracteristica". 

Este an~lisis 16gico deriva frecuentemente en un an~lisis gnoseol6gico 
sobre si el sujeto tiene 0 no ciertas capacidades, como la de realizar una 
cantidad infinita de elecciones. Esto se relaciona con 10 anterior y se for­
man nuevamente dos posturas. EI an~lisis gnoseol6gico de una de estas 
corrientes se desarrollar~ posteriormente hacia el intuicionismo, volvien­
do al plano 16gico como Iimitaci6n de los metodos de prueba aceptables. 

Desde el punto de vista hist6rico, en primer lugar se ve que el concep­
to de orden (yen general el de relaci6n) es menos abstracto que el actual, 
en tanto que se suele ver al conjunto ordenado como una sola cosa , mien­
tras que ahora la definici6n habitual es de un par formado por un conjun­
to y un orden. En segundo lugar, la discusi6n lIevada a cabo fue impor­
tante para la formulaci6n axiomatica que hizo Zermelo en 1908. 

En general, se ve que [rente a la concepci6n sintactica de "axioma" 
existe otra que valora si algo merece ser axiom a en base a discusiones se­
manticas y filos6ficas. 
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ABSTRACT 

Zermelo's 1904 proof that every sel can be well-ordered was, immediately aflerwards, sub­
jected to a number of criticisms. In particular, mathematicians of the French School, namely 
Borel, Lebesgue, Hadamard and Baire. exchange letters discussing the acceptabi lity of Zer­
melo's proof. We aim 10 show, by a historica l and philosophical approach, the importance of 
Ihis discussion in clarifying the concept of sel , and the methods of proof in Set Theory. We 
also analyze olher, related questions, such as the role of the subject in mathematics. 


