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LA CRITICA DE LOS MATEMATICOS FRANCESES A LA
PRUEBA DE ZERMELO*

CARLOS (FUSTAVED GONZALET
Introduccidn

Esquemdticamente hablando, los sislemas axiomdticos considerados
en cuanto iales plantean dos tipos de problemas. Los primeros tlienen
que ver con los criterios wtilizados para la eleccidn de los axiomas; los se-
gundos con los procedimientos mediante los cuales se obtienen los teore-
mas. Los logros del programa de Hilbert se vinculan casi totalmente con
el segundo tipo de problemas, y esto debe haber sido la causa de que el
formalismo maés exacerbado se ocupe exclusivamente de las cuestiones re-
feridas a la deduccidn, reduciendo todo el problema de la seleccidn de los
axiomas a una mera convencidn. Sin embargo, se pretende que los sisie-
mas axdomdticos de la l6gica y la matemdtica sean mucho mds que un me-
ro juego combinatorio de signos, por lo que las cuestiones sinticticas
guedan subordinadas a las valoraciones semdnticas y pragmiticas que se
hagan de un sisiema. Asf, los criterios en base a los cuales se eligen los
axiomas poseen la mayor imporiancia y deben ser suficientemente anali-
zados y discutidos, como de hecho sucedid y sucede en las ciencias forma-
les. Este articulo se ubica dentro de esta (itima posicion y recurre para ello a
la discusién mas importante del siglo (y la segunda de 1a hisioria) en cuanio
a aceptar o rechazar un principio: el caso del axioma de eleccidn.

En 1903, si bien ya hacia algunos afios que Frege habia desarrollado
una axiomatizacidn de la logica de predicados de primer orden, ésta aidn
no habia tenido ninguna difusion. Los razonamientos de los matematicos
de aquel entonces segufan formas intuitivamente vilidas, pues adn no
existfa la formalizacidn de los razonamientos, ni se conocian signos como
=, A,V ¥, e, 1an comunes hoy en dia. Para los fines pracricos de la ma-
temdtica era como si s logica matematica adn no existiera.

Por otra parie, teorfas axiomdticas s¢ conocen desde la antighedad con
ese gran paradigma que fueron los Elementos de Geomerria de Euclides, pe-
ro por més de 2000 afos no se formuld en matematica ninguna teorfa axio-
mitica que poscyese alguna importancia. Recién hacia fines del siglo pa-
sado vuelve el trabajo de axiomatizacidn, pues los logros de Grassmann,

* Quiero agradecer ol prol G, Kiimowsky por s pacienie labor flovads & cabo en los tres aftos
del Seminaric de Légica en SADAF. Ls mayoris de la cusstiones tratadas en esie andoulo surgie-
ron en conexdn cof los Lemuss de ese seminurio ¥ oo b idess vertides por e prol Kimovloy:
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Dedekind y Peano culminan en la primera teorfa axiomdtica de la aritmé-
lica, hoy denominada “Aritmética d¢ Peano”. Por otra parte, en los traba-
jos de Weierstrass y Dedekind se encuentran formulados principios que
luego van a ser axiomas de la teoria de los ndmeros reales.

En lo que respecta a la teorfa de conjuntos, al abordar de una manera
novedosa y fructifera el problema del infinito, Cantor realizd en el dilimo
tercio del siglo pasado las primeras formulaciones que se conocen. En
matemdtica ficilmente nos encontramos con conjuntos infinitos: los ni-
meros pares, 1os puntos de una recta, elc. A partir de problemas del and-
lisis matemdtico, Canior se cuestiond el tratamienio de los conjunios in-
finitos de puntos y de nimeros reales, llevando a cabo la primera teoria
del infinito en matemdtica. Pero cabe destacar que no elabord nunca una
leoria axiomdtica de conjuntos. Por otra parte, Frege, tomando una posi-
cion claramente axiomatista, habia desarrollado una teorfa matematica
formalizada. Pero tanto la definicidn cantoriana de conjunto como la teo-
ria de Frege resultaron inconsistentes. Esios son los motivos por los cua-
les en 1903 no existe una teoria axiomdtica de conjuntos aceplable, y las
pruebas se llevaban a cabo de una manera intuitiva. El proceder habitual
era definir la propiedad caracteristica de un conjunto con lo cual se pen-
saba que se podia afirmar la existencia del mismo. Se suponia ademds que
ciertos conjuntos, como el de los nimeros naturales, los reales, €l plano
euclidiano, etc., estaban bien definidos. También se utilizaban procedi-
mientos semejanies a la unidn, inlerseccidn y separacidn.

En esa época quedaban problemas matemdticos sin resolver, y uno de
ellos era si el continuo podia ser bien ordenado. Por supuesto, el orden na-
tural de los reales no €5 un buen orden, pero, iexistird alpuna manera de
reordenarlo que sea un buen orden? Konig pensaba que no, y presentd una
prueba de ello, pero la comunidad matemdtica no parecfa estar muy conven-
cida de la correccién de la misma. En este contexto, Zermelo publica su de-
mostracion de que todo conjunto puede ser bien ordenado. Habria, segun la
prueba, una manera de reordenar los reales de modo que fuera un buen orden.

La finalidad de esie articulo es ¢l andlisis de la discusidn que €n torno
de la prueba de Zermelo realizdé un grupo de malemdticos franceses. Esta
polémica comenzd con una breve nota de Emile Borel, quien habia adhe-
rido de joven a las ideas de Cantor.” Luego se produjo un intercambio de

L Cf. Van Heljenoon, Jean, From Frege to Gédel, Boston Ma, 1967, p. 129

ler Borel, E., Selecra, Jubilé scientifique, Parls, 1940, Ademds en un libro tiwlado
Legons sur g théorie des fonctions desarmolld alguncs puntos de la 1eorfa cantonana de los
conjuntos infinitos. La tercer edicion de esie libro reproduce las “cinoo cartas™ y otros ma-
leriales, por lo gue s constitye en nuestra fuenie principat. De ahora en mis citaremos Le-
gorws por Emile Borel, Legons sur lo théorie des fonctions, Paris, Gauthier-Villars, 1928
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cartas ¢ntre Borel, Lebesgue, Baire y Hadamard, que se publicd con el ti-
tulo Cing lettres sur la théorie des ensembles. Zermelo contestd a estas crl-
ticas en su segunda prueba de que todo conjunto puede ser bien ordena-
do, aparecida ¢n 1908. Hubo de parte de los matematicos nombrados al-
gunos comentarios posteriores, pero por Lornarse una mera repeticién de
posiciones anteriores, el debate pierde inlerés. Ademds ya comienza &
perfilarse la polémica que surgirfa poco tiempo después entre intuicio-
nistas, formalistas y logicistas, con una conceptualizacidn mds importante
tanio desde el punto de vista 16gico como filosdlico.

L. El axioma de eleccién y la prueba de Zermelo de 1904

Nuestra experiencia cotidiana s¢ realiza con objetos y un modo de en-
tenderla incluye el concepto de conjunto finito de objetos materiales. Por
es0 a partir de ella podemos 1ener un cieno conocimiento de los conjun-
108 finitos. Si intentdramos extrapolar dicho conocimiento a los conjun-
108 infinitos generalizando sin tomar ninguna precaucidn, cacriamos en
contradicciones, pues las propiedades que valen para todo conjunto fini-
to pueden no valer para los infinitos, hecho que denominaremos la dis-
continuidad entre lo finito y lo infinito, La semilla genial de Cantor fue dejar
de lado algunas propiedades de los conjuntos finitos que impedian desarro-
llar una teoria consistente de los conjuntos infinitos y conservar otras.’

El principio de eleccion, en su primera forma intuitiva, dice que, dado
un conjunto A, podemos realizar un nimero cualquiera de elecciones de
elementos de A, sin expresar la ley por la cual elegimos. $i tomdramos un
conjunto finito de objetos fisicos se podria establecer una ley para la elec-
¢ién, como por ejemplo “témese ¢l objeto mds liviano™ (suponiendo que
el peso de los objetos es distinto). Este modo de elegir nos va a dar un or-
den en el conjumto segin el peso: el primero serd el mds liviano y el dlti-
mo &l mds pesado. Pero no es necesario que especifiquemos la ley de la
eleccitn. En efecto, bien podriamos haber dicho “témense objelos arbi-
trariamente”, ¢ igual hubiera quedado una ordenacion, pues uno de ellos
{no sabemos cudl) habria quedado en primer lugar, otro en segundo, elc.
Si s6lo nos referimos a conjuntos finitos ¢l principio de eleccidn vale en

¥ Por ejemplo, dados dos conjuntos finitos A y B, si podemos establecer una correspondencia
1-1 {una biyeccidn) enire A y una parie propis de B, entonces A tiene menos slemantos que
B, pero esto no vale para conjuntos Infinitos. Por otra pare, 8 dados dos conjunios (inilos C
¥ D podemos establecer una biyeccidn entre ambos, enlooces tienen ¢ mismo ndmero de
elementos, hecho que puede ser extrapolado & conjuntos infinilcs.
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general. Pero por la discontinuidad que hemos visto no podemos exira-
polar sin mds ni m4s lo finito a lo infinito.

Si consideramos un conjunto no vacfo A cualquiera, sabemos que hay
algin x, que pertenece a A, pues esto significa “no vacio™. Este x, seria el
primer elemento que tomamos de A. Luego pasamos a considerar al con-
junto A - (x,}, y si es no vacfo habrd algiin x, que perienczca a A - {x,}.
Luego, si A - {x,, x;} es no vacio procedemos andlogamente. Si A fuera
finito esie proceso acabarfa en algdn paso n. Si, por el contrario, A fuese
infinito eslo no sucederia, pero podriamos elegir una cantidad finita arbi-
traria de elementos de A, es decir, que A tendria subconjuntos de n ele-
mentos para cada ndmero A. Por 1o 1anto, dado un conjunto infinito siem-
pre podemos realizar un nimero finito de elecciones arbitrariamente.

Un proceder tfpico del pensamiento irreflexivo consiste en extrapolar, ge-
neralizar y razonar analdgicamente sin tener ningin coidado. Si asf lo hicié-
ramos, generalizarfamos el procedimiento anterior a un nimero infinito ar-
bitrario de elecciones. Esto sucede por &l desconocimiento de la discontinui-
dad existente enire 1o finito y lo infinito. Quien adn no se ha detenido a re-
flexionar en la cuestion suele tratar al infinito como un finito muy grande y
confunde la posibilidad de obtener conjunios arbitrariamente grandes de un
tipo determinado con la posibilidad de obtener conjuntos infinitos.

Justamenie siendo consciente de la discontinuidad exisiente entre lo
finito y Io infinito es que Peano rechaza en 1890 el procedimiento que
mnsim en realizar un nimero cunlquiera de elecciones, sin especificar la
regla. Pm a partir de Cantor® mismo muchos otros lo aplican implicita-
mente.® En efecto, Cantor ya habfa utilizado el siguiente procedimiento
para bien ordenar un conjumo A: elegir arbitrariamenie elementos de A
hasta que no quede ninguno. De este modo, dado un subconjunto cual-
quiera B incluido en A, siempre habrd un primer elemenio de B, pues se-
ré, en la eleccion de elemenios de A, el primero que pertenece a B. Zes-
melo pensaba que los demds procedimientos no alcanzaban para probar
que todo conjunto puede ser bien ordenado y decide introducir el princi-
pio de eleccion en 1ods su generalidad, permitiendo un nidmero cvalquie-
ra de elecciones. Pero la prueba realizada por Canior, que se denomina

* Peano, G., “Demostraiion de Vintegrabilité des équations dilferenticlles ordinaires™,
Mathematische Anmalen, ¥7 (1890) 182-288, p. 210. A partir d¢ abors en lugsr de Mathems-
tische Annalen, Citaremos Ann.

! 01, ol comentario de Zermelo en Cantor, G, Gesarmvnelie Abhandhungen mashenanschen
und philosophischen [nhales, Beclin, 1932, p. 451

* En este sentido quizd convendria lener en cuents Is distincidn entre aquellos que 1o
mencionsn, teniéndolo por un procedimiento més, como s unidn o el conjunio de panes, y
quienes no son conscicnies de que estin wiilizando un procedimiento diferente.
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por “elecciones sucesivas”, no es considerada vdlida por Zermelo,’ moti-
vo por el cual recurre a un procedimiento mis complejo, que pasamos a
analizar.® Supongamos que se nos da un conjunto A cualquiera del que
queremos probar la existencia de un buen orden. Entonces s¢ postula que
hay una funcidn [ cuyo dominio es P(A) y cuyos valores se dan en A, de
modo que a cada subconjunto no vacio B incluido en A la funcitn f le
asigna un b perieneciente a B, L &, f{B) = b con b en B. Una funcién de
este Lipo se denomina hoy en dia una funcidn selectora, pues para cada
subconjunto de A elige un elemento del mismo. Contando con la funcién
selectora procedemos del siguiente modo, Partimos de A = A, y como A
pertenece a P(A) existe un a, perieneciente a A tal que f{A) = a, Luego
consideramos A, = A - {a,), con lo que A, pertenece a P(A), de modo
que nuevamente existe un a, perteneciente a A, tal que f{A,) = a,, con lo
que podemos continuar iomando A, = A - {a, a}, etc,, y de este modo
obtenemos el orden <a,, a,,..., 8,...>. Continda Zermelo probando que lo
que asi se obtiene es un buen orden, es decir, que es un orden y que lodo
subconjunto no vacio tiene primer elemento. Dado un conjunto B inclui-
do en A, el primer elemento de B segiin el orden descrilo serd el primer
clemento de B que aparezca en la lista <a,, a,..., a,...>. En esta prueba
no formalizada se ve claramente el uso de la operacion “partes de” y de la
exisiencia de la funcién selectora. Se puede intuir algo semejante a la
operacién de unidn para ir definiendo la lista y de separacién para probar
que 1odo subconjunio tiene primer ¢lemento. La prueba en vistas a un
sistema axiomdtico que realizd Zermelo en 1908 usa los axiomas de ex-
tensionalidad, pares, unidn, potencia y eleccién.’

De las dos operaciones visibles, la de paries parece mds intuitiva por
lo que la prueba, en realidad, descansa sobre la existencia de la funcion
selectora. Este hecho no pasa inadvertido para Zermelo, pues dice que la
existencia (en general) de una funcidén de tal tipe es un “principio logi-
co”, necesario, por ejemplo, para probar que el nimero de elementos de
una parte de un conjunio €s menor o igual que el ndmero de elementos
del conjunio entero. Asl, la primera formulacion del axioma de eleccion
es: dado un conjunto A existe una funcién ﬂf 1al que a cada subconjunio B
incluido en A le asigna un elemento de B.'

7 bid , nota 5.

* Lo que squi vercmos es una simplificacion de la primera prueba que hizo Zermelo.
Zermelo, E., "Beweis dass jede Menge wohlordnet werden kann”, Ann, 59 (1904) 514-516.
Este articulo se citard “Beweis™,

* Zermelo, E., “Neuer Beweis flir die Méglichkeit einer Wohlordnung”, A7, 65 (1908)
107-128. De shora cn mds se cilard “Never™. Trad. inglesa en Van Heijenoory; op. cic

¥ €L p. 516 de “Beweis™.
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2. Existencia, definibilidad, decidibilidad

Aunque en la época que nos ocupa adn no se habfa desarrollado la 16-
gica matemdlica, realizaremos aqui un andlisis formal para darle un mar-
co definido a cierios problemas.

El problema de la existencia puede plantearse de una manera metaflsi-
ca, tal como ocurre si discutimos, por ejemplo, 1a concepcion platonisia
de la matemdtica. Pero también puede analizarse la existencia en un mar-
co ldgico, 1anto sintdctica como semdnticamente. La exisiencia de un en-
1& matematico significa en 1érminos semdnticos que, dada una interpreta-
cidn, dicho ente pertenece al universo de Ia interpretacion, En este senti-
do la existencia esid siempre relativizada a la interpretacion. Cuando un
matemdtico trabaja, tien¢ en mente, de una manera mds 0 menos clara o
confusa, un universo de objetos con determinadas relaciones, propieda-
des y transformaciones. A medida que su trabajo avanza, define nuevas
propiedades, relaciones y operaciones, También se aclaran conceptos y se
va coherentizando 1odo este gran mundo de significados abstracios, al
descubrir incompatibilidades y consecuencias, El investigador matemati-
co medio ve este proceso como una realidad independiente que va descu-
briendo, como si se tratara de un explorador geogrdfico, pero de un mun-
do fantasmagorico donde cuesta mucho trabajo saber qué son las cosas y
qué propiedades tienen. A esta red de significados, a la que se suma algu-
na nocidn semdntica de consecuencia logica, la llamaremos el modelo in-
fuirivo y & su definicion semdniica formal, generalmente incompleta, el
modelo pretendido (intended modef). En ¢l rabajo normal del mateméti-
co, existencia significa pertenencia al modelo pretendido. En 1érminos deé
modelo intuitivo la existencia generalmente depende de la claridad de las
propiedades atribuidas al objeto: en cuanio se desconozcan £s10s o sean
muy confusos se dudard en atribuir o negar existencia a un objeto. Tam-
bién puede interpretarse en términos de construccidn: una operacién muy
clara como la de sucesor en aritmética, permite fabricar nuevos entes.

Un problema tipico de todas las ramas de [a matemdtica es determinar
si existe 0 no un ente con las propiedades P, P,,..., P, Aqui pueden pasar
varias cosas. En primer lugar, que se conozca un objeto determinado. Por
ejemplo, Lexiste un ndmero primo par? Si, pues 2 cumple con ambas pro-
piedades. En segundo lugar, puede ser consecuencia de OLFOs supuesios
que no exista 1al objeto. En este caso, suponer la exisiencia de un objeto
con las propiedades P, P,.., P, es contradiciorio con otros supuestos,
por lo que muchas veces s¢ utilizan pruebas por ¢l absurdo: por ejemplo,
s¢ supone la existencia de un objeto con las propiedades P, P...., P, y s¢ lle-
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ga a que no posee la propiedad P, Si esto no ocurre, ¢l objeto en cues-
tién puede pertenecer al universo del modelo pretendido. En estos casos
Hilbert tomé una decisidn drdstica: s¢ puede afirmar la existencia del ob-
jeto en cuestién. Si no tomamos un supuesto tan fuerte quedan dos posi-
bilidades: que pueda probarse la existencia de tal objeto a partir de los su-
puestos iniciales o que no pueda probarse que exisie ni que no existe.

En un lenguaje formalizado la existencia depende de la verdad de una
proposicién de la forma (Ex) @(x), donde ®(x) representa una propie-
dad. Una vez que los supuestos bdsicos han sido establecidos como axio-
mas en ¢l lenguaje formalizado, el problema de la existencia se reformula
en la cuestidn de si (Ex) $(x) £5 0 no 1eorema del sistema. Si no o es, podria
pasar que —~(Ex) ® (x) fuera teorema o que ni (Ex) &(x) ni ~(Ex) ®(x) sean
teoremas y que la cuestion de la existencia quede totalmente indetermi-
nada. Respecio de la solucion hilbertiana recién mencionada, solo sirve
en algunos casos, como én geometria. En teorfa de conjuntos existen [Gr-
mulas con significado intuitivo (Ex) $(x) y (Ex) 8(x) que son incompati-
bles y que bajo algunos supuestos de consistencia, ninguna de las dos ni
SUS negaciones son 1eoremas.

El concepto de definibilidad sélo puede desarrollarse en relacién con
un lenguaje formal determinado. Dada una interpretacidn, que un objeto
del universo de la interpretacion sea definible quiere decir que existe una
férmula del lenguaje que s6lo es satisfecha por dicho objeto. Esta férmu-
la representa una propiedad que solo posee dicho objeto. La propiedad
de ser un ndmero primo par define al dos, y la de no poseer ningdn ele-
mento al conjunto vacdio.

En teorfa de conjunios si es definible un conjunto, debe existir una for-
mula € (x) que es satisfecha por todos los elementos del conjunto, y solo por
ellos. Tal ©(x) representa una propiedad caracieristica del conjunto. Si $(x)
es la f6rmula que define al conjunto a, entonces (Ex) (y e x. $(x)) &s satis-
fecha por los elementos de a. Pero de aquf no se sigue que cada elemento
de a sea definible. Por ejemplo P(N) es definible, y una propiedad carac-
teristica equivalente ¢s “x estd incluido en N”, pero de aqul no se sigue
que haya una férmula definidora para cada conjunio de naturales.

La definibilidad es mas interesante si en lugar de considerar una inter-
pretacion tenemos en cuenta los modelos de una teorfa dada T. Si en
cualquier modelo de una teorfa de orden uno T tenemos un solo elemen-
1o que satisface una férmula ¢(x), entonces T |- (Elx) &(x), con lo cual
tenemos una version sintdctica de la definibilidad. Que cada uno de los
clementos de un conjunto sea definible, siendo @(x) la férmula definido-
ra de dicho conjunto, significa que para cada elemento b que satisfaga
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(Ex) (y e x.®(x)) existe vna férmula 8,(x) que sélo es satisfecha por b.
Dado un lenguaje L, una funcidn s considerada definible cuando existe
un término de L t(x,,..., x,} que la representa. Que una funcidn sea defini-
ble no implica que lo sean wdos sus valores. Lo que s podemos decir es
que una funcién definible da valores definibles para argumentos defini-
bles.

El tercer conceplo que nos ocupa €5 el de decidibilidad. Un conjunto a
es decidible si y s6lo si dado cualquier objeto b lenemos un algoritmo que
nos permite delerminar en un nimere finito de pasossib eacsinob e a
En 1érminos sintdcticos, si en una leoria T, $(x) es la férmula definidora
de ay ©(x) lade b, lenemos que T |- {E!x) &(x) ¥ T |- (E!x) 8(x). El con-
junto a es decidible si tenemos un algoritmo que nos diga en un ndmero
finito de pasos si (Ex) (Ey) ($(x) . ©(x) .x € y) es 0 no teorema de T. En
las teorfas axiomdticas de conjuntos usuales no existe un algoritmo de tal tipo.

Una funcién es calculable si y s6lo si existe un algoritmo que nos da
sus valores. Dada una teorfa T, un término i(x,,..., X ) répresenta una fon-
cién calculable en T si y s6lo si dados términos cualesquiera gy, @, ¥
§ sin variables libres, tenemos un algoritmo que permite decidir si
(o, 0.} = & €5 0 no teorema de T

3. El cardcter meramenie existencial del axioma de eleccién

Se habla del cardcter meramente existencial de una prueba cuando te-
nemos un teorema de la forma (Ex) ${x), pero no lenemos para ningdn
objeto a que satisfaga ®(x) una [Grmula B(x) que defina a a. Desde «l
punio de visia sintdctico, dada una teorfa T tenemos T |- (Ex) ®(x) pero
no lenemos un teorema (Elx) 8(x), tal que T |- (Ex) (®(x) . 8(x)). El he-
cho de que el axioma de eleccion conduce & prucbas meramente £xisten-
ciales estd puesto de manifiesto en una de las primeras criticas que desatd
la prueba de Zermelo: la de Borel de 1904.'' Dice Borel que dado un
conjunto cualquiera M podemos considerar 10s siguientes problemas:

A_Poner M bajo la forma de un conjunto bien ordenada,

B. Dado un subconjunto cualquiera M' de M, elegir en M" de una manera
determinada (pero ademds arbitraria} un elemento m' [...] esta eleccion de-
berd ser hecha para todos los subconjunios M' de M.

"' Borel, Emile, "Quelgues remarques sur les principes de la théorie des ensembles”,
Arnn., 60 (1905) 194.195. Esle Irabajo se cliard “Remarques”. Tomd difusidn antes de su pu-
blicacién, como lo prueban las fechas de algunas de las cartas que analizaremos.
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Y agrega que es sabido que toda solucién del problema A dard una so-
lucidn del problema B. El mérito de Zermelo, segin Borel, consiste en
haber mostrado la recfproca: que dada una solucién de B tenemcs una de
A. Pero no considera que exista una prueba de que todo conjunto puede
ser bien ordenado, pues no acepta que siempre exista la funcién selectora
de Zermelo. Dice que para resolver B “serfa necesario dar un medio, al
menos tedrico, de determinar el elemento distinguido m" de un subcon-
junto cualquiera M" ™. Y agrega que este ‘thhm “es de Jos mds arduos,
si se considera, por ejemplo, el continuio™.'

Borel pone de manifiesto que la funcién selectora de Zermelo no estd
definida, sino que simplemente se postula su existencia. Supongamos que
queremos bien ordenar los ndmeros reales. Segin el principio de Zerme-
lo existe una funcidn que a todo conjunto de nimeros reales le hace co-
rresponder un nimero, pese a lo cual, fijado el ejemplo de tal conjunto el
nimero que le corresponde queda totalmente indeterminado, pues la
funcién no ha sido definida.

La alusitn al medio “al menos meramente tedrico™ puede apuntar a
no pedir demasiado, como por ejemplo la calculabilidad de la funci6n.
En particular, la polémica circulante en dicho tema hace suponer que se
habfan realizado grandes esfuerzos para definir un buen orden del conti-
nuo, pero indtilmente.

El tema retorna en la primera de las Cinco cartas, de Hadamard a Bo-
rel. Hadamard hace referencia a la distincién de un contempordneo suyo
entre una funcién que puede ser definida y una funcién que puede ser
descrita, pero con un significado distinto del actual, pues “definida" hace
referencia a la mera existencia. En tal sentido le dice a Borel: “Td em-
pleas correspondencias en las cuales constatas la existencia, sin poder
ahora describirla™. El sentido de “describir” es mds ambiguo, oscilando
entre la definibilidad de la funcién y la de cada uno de sus valores. Hada-
mard, por una parte, dice que Zermelo “no da ningdn método de ejecutar
efectivamente 1a operacién de |a cual habla®, pero por otra dice que el
problema es “saber si la correspondencia podrd alguna vez ser indicada
de hecho™."

Esic anélisis de Hadamard nos muestra el desarrollo de una concep-
cién totalmente extrafia a la matemdtica anterior al siglo XiX: la de consi-
derar la mera exisiencia sin que se pueda hacer alusién a un objeto deter-
minado. La visién mds concreta afirma que existe un objeto con determi-
nadas caracterfsticas cuando se puede dar un ejemplo. Asf, existe un nd-

2 op, cit, 194.
¥ Legons, p. 151,
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mero primo par, porque el dos cumple con esta condicién. La visién mds
abstracta puede, razonando, llegar a la afirmacién de exisiencia sin cono-
cer un gjemplo. Y esto dliimo se repite una y olra vez cuando nos ocupa-
mos de conjuntos infinitos. El tratamiento del infinito actual realizado
por Cantor abrid la gran puerta a este tipa de razonamientos, pues los
conjuntos infinitos no pueden ser indicados por exiensién.

En la tercera de las cartas, Lebesgue expone claramente el problema:
“iSe puede demostrar la existencia de un ente matemdtico sin definirlo?™
y aclara el sentido de “definir™. “La palabra 'definir’ tiene 1odo el tiempo €l
sentido de: nombrar una propiedad caracteristica del definido”. Este sentido
es bastanie similar al que hemos especificado en la seccidn anterior, Aclara
luego que la respuesta a dicha cuestion obedece solamente a una convencién
y explicita que €1 toma un punto de vista similar al de Kronecker, contestan-
do que no a esta pregunta. Aun mds, exige no s6lo la definibilidad de la fun-
cidn sino la de sus valores. Dado un subconjunto B de A, la funcitn selectora
“elige” un elemento b & B, tal que f{B) = b y en este sentido Lebesgue acla-
ra: “empleo la palabra ‘elegir’ en ei sentido de nombrar™."

En la cuarta carta Hadamard traza una divisoria de aguas, posibilitada
por la discusion anterior. De un lado se ubicarian Lebesgue, Baire y Bo-
rel, los cuales, segin Hadamard, habrian aceplado el punto de vista de
Kronecker. Del otro lado se ubicaria Hadamard. El criterio para estable-
cer la distincidn son las dos respuestas posibles a la pregunia “iSe puede
demostrar la existencia de un enle matemdtico sin definirlo?”. Hadamard
responde que si y por eso dice “que nos sea imposible, al menos actual-
menle, nombrar un elemento de este conjunto, coincido. He aqui una
cuestion para ustedes; no lo es para mi™."

Un problema inleresante es el suscitado por el hecho de que Borel y
Lebesgue habian utilizado procedimientos en los cuales intervenian de
alguna manera afirmaciones de mera existencia. Si se toma el punto de
vista que homologa existencia y definibilidad, el dnico valor que puede
poseer una prueba de tal tipo es el de indicio de una prueba efeciiva. En
realidad, la tosquedad de los mélodos de prueba hacla que se rechazaran
algunos principios en unas pruebas y se aceplaran 105 mismos en otras.
Hadamard pide en este sentido que se sea consecuente. Borel contesta en
la quinta carta que sus resultados son “absolulamente valiosos y que por
lo 1anto conducen a resuliados efectivos™ pero de hecho es sdlo una ex-

presion de deseos.'®

1'Lq:m.5'. pp- 154 y 155
" Legons, p 157,
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La discusidn que acabamos de conlar sirvi para que en $u momento
se aclarara bastanie el problema de la exisiencia en teoria de conjuntos, y
senid dos concepciones de la existencia desde el punio de visia ldgico,
que desembocarian, una en el intuicionismo, otra en la concepcién cldsi-
ca.'” Este parece ser el fundamento de que se catalogue a algunos de los
autores que nos ocupan de “semiintuicionistas™.!

Desde el punto de vista actual podemos decir que, si ZF &s consistente, es
consistente con ZF el suponer un buen orden definible para todo conjunto.
En efecto, en 1938 Godel formuld el adoma conocido como V = L, pro-
bando que si ZF &5 consistente, también lo es ZF + V = L, y es conse-
cuencia de V = L que existe un buen orden definible del universo de los
conjuntos.' En cambio, agregar sdlo el axioma de eleccion a ZF liene co-
mo consecuencia la Joaibilid:d de modelos con conjunios cuyo buen or-
den no es definible.

4. El problema del sujeto

En las circunstancias de entonces, si bien por una parte una discusion
puramente logica era imposible, por ¢l estado incipiente de la disciplina
en 10 que respecta al andlisis del razonamiento matemdtico, por otra par-
le se evitaba la discusién puramente metafisica. Por eso es que, siendo la
cuestidn de la existencia el 1ema principal de la discusidn, una y otra vez
se la sitda en un contexto gnoseoldgico, por 1o cual el problema del suje-
10 €5 un sublema recurrente, presente siempre én la polémica, ya sea de
una u olra manera. En efecto, tratar la exisiencia en si misma seria meta-
fisica, pero entonces considerar la existencis para nosolros es situarse
muy cerca de la cuestion de como podemos saber que exisie tal o cual en-
1& matemdtico.

En primer lugar podemos considerar la siguiente pregunia: iqué ca-
racteristicas poseé el sujeto? En los desarrollos teolégicos de Cantor se
diferencia entre la capacidad de conocer de Dios y la del hombre, pero
ciertos procedimientos las homologan.”® En particular si consideramos
las eleccionés sucesivas nos enconiramos con gue el hombre en un tiem-
po finito sélo puede realizar una cantidad finita de elecciones. Suponer,

" El intuicionismo rechaza también las pruebas de mer existencia, pero pidiendo que el
enle en cueslion sea corstructible en lugar de definible.

" CI Fraenkel, A. A, Bar-Hillel, Y., Foundanions of Se Theory, Amsierdam, 1958, p. 205.

¥ Godel, K., “The Consistency of the Axiom of Choice and the Generalized Continuum
Hypothesis”, Proceedings af the National Academy of Sciences USA, 24 (1938) 556-557.

™ C1. Devlin, K. 1., Aspects of Conswucubilizy, Bertin, Springer, 1973, LNM 334, p. 24

1 €L, Hallet, M., Canvorian Set Theory and Limitation of Size. Oxford. 1984, p, 13.




- CARLOS GUSTAVOD GONZALEZ

como hace Cantor, un némero infinito de elecciones sucesivas es exceder
el poder de conocimiento del hombre. Este debe ser el motivo por ¢l cual
Zermelo rechaza el procedimiento cantoriano y propone, en lugar de las
elecciones sucesivas, una funcidn selectora que elige simultdneamente.

Para Borel postular la existencia de la funcion selectora es s6lo una
manera de I:H:ululr “bajo ¢l aparato l6gico™ el procedimiento de las elec-
ciones sucesivas.” En contra de la concepcidn de que la l6gica mostraria
la dindmica pura de los conceplos, aqui hay una mera traduccién de un
procedimiento subyacente y oculto,

Para Hadamard no existe ninguna analogia entre las elecciones sucesi-
vas, dependiendo cada vna de ellas de las nnu:rm-rm, y el procedimiento
de Zermelo, en el cual son independientes.” Lebesgue, quien rechaza
ambos procedimientos, duda frente a considerarlos homologables. Por
una parte, ¢l hombre sdln puede realizar un ndmere finito de elecciones:
“la vida es muy corta”. * Pero por otra hay una simplificacin del planteo:
en oposicidn a Borel no sélo no sostiene qu Zermelo no habria confun-
dido mds la cuestion, sino que realizd un “razonamiento simplista”™ redu-
ciendo mdn # una sola dificultad, s6lo que muy grande: {existe la funcién
selectora?®

Discutir en estos términos qué procedimientos son aceptables y cudles
no es determinar las capacidades del sujeto en matemadtica. En sintesis, el
sujelo capaz de elegir sucesiva y transfinitamente de Cantor es inacepta-
ble para 10dos. También coinciden en que todo hombre puede realizar un
ndmero finito de elecciones y esta capacidad debe estar presente en ¢l so-
jeto de la matematica. Pero la posicion es distinla frente a la pregunia
ipuede ¢l sujeto de la matemdtica realizar un némero infinito de eleccio-
nes simulidneas? En efecto, aquf las aguas se dividen en el mismo sentido
que en la discusion "{puede probarse |a existencia de un enle matemdtico
sin definirlo?, de modo que Zermelo y Hadamard contestan que sf y Baire,
Borel y Lebesgue que no.

La conexitn entre ambas preguntas es la siguiente. Si existencia impli-
ca definibilidad, entonces probar implica nombrar. Si aceptamos la reali-
zacién de infinitas elecciones simuliineas estarfamos aceptando una
prueba donde no se pueden nombrar los infinitos elementos clegidos, por
lo que estarfamos probando la existencia de entes para los cuales no tene-
mos una definicidn.

2 of. “Remarques”, p. 195
2 L. Legons, p. 151.
M 01, Legons, p. 136.
B 0L Legans, p. 155.
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En términos metafisicos se puede ser platonista y sostener la exisien-
cia de entes matemdlicos independientemente del hombre y por 0 tanto
de la capacidad humana de conocer. Si no s¢ €s platonista es porque de
algin modo se hace depender del hombre la exisiencia de los entes mate-
méticos. En términos gnoseoldgicos la posicidn metafisica que se haya
tomado determina un sujeto: mds pasivo el del platonismo, en cuanto no
modifica el cielo platdnico; mds activo ¢l de las otras posiciones,

En érminos de modelo intuitivo, tomar partido por una y otra posi-
didn no sélo modifica las nociones que se tengan desde el principio acer-
ca de entes, relaciones, etc., sino que determina la ldgica que le da cohe-
rencia a este mundo semdntico. Esie fue uno de Jos mayores apories del
intuicionismo, el cual, debido a la integridad que posee, mostrd con un
ejemplo hisidrico una posicion metaflsica, gnoseoldgica, matemdtica y 16-
gica consecuente.

Este interrelacion resulta clara en la posicion de Hadamard pues dice
que la descripcidn efectiva es una “pura cuestion de sentimientos”, “fuera
de las matemédticas”, Agrega que “pertenece al dominio de la psicologfa y
es relativa 8 una propiedad de nuestro espirity; ¢s una cuestion de esta
naturaleza saber si la correspondencia empleada por Zermelo podré al-
guna vez ser indicada de hecho™.™ Entonces, segin Hadamard, lo propio
de la matemdtica es esmblecer si existe 0 no 1a funcidn en cuestidn, mien-
tras que la “descripcidn”, es decir ¢l problema de la efectividad, se remile
al sujeto y & su capacidad para indicarla y conoceria.

Hadamard, con una visién platonista, acepla la existencia de |a funcién
selectora (y de las elecciones simultdneas) independientemente de nues-
tra capacidad de conocer. Luego, 1ambién independieniemente de que
podamos nombrar la funcido o definirla. Para Baire, Borel y Lebesgue |3
cuestion serla “podemos ordenar”, para Hadamard “se puede ordenar™*
Borel califica la postura de Hadamard de “una pura abstraccién metahsi-
ca, fuera de toda realidad cientifica”*

Borel acusa a Hadamard de "metafisico™ por contraposicion a cientifi-
co. Hadamard a Borel de subjetivista por oposicidn a objetivista. Esto de-
termina que la discusién sea a la vez gnoseoldgica y mewafisica, porque en
realidad se trata de ver si la existencia de los entes matemdticos depende
del sujeto y en qué medida. Y en este sentido lo que eran dos concepcio-
nes de la existencia se lornan dos concepciones acerca del svjeto. Zerme-
lo y Hadamard suponen un sujeto mds poderoso, €n Cuanty) reConocen

:ﬂ.upu.plﬂ.
‘{ILq:m.pp- 157y173
Cl Legona, p. 173
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procedimientios que Baire, Borel y Lebesgue rechazan. Esla discusidn
también influird histdricamente en el intuicionismo, el cual, por lener co-
moO un presupuesto un sujelo menos podernso, deberd mutilar Jos méio-
dos de prueba.

&. El orden como relacidn

Decir que un conjunto estd ordenado es decir que exisle una determi-
nada relacién” entre sus elementos, pero el concepto de relacion sufrié
una fuerte transformacidn entre 1900 y 1920, siendo este hecho mostrado
parcialmente en la discusién que nos ocupa. Una relacién puede ser en-
tendida como un vinculo entre objetos no separable de éstos, 0 como un
ente independiente.

Si vinculamos esquemdticamente las concepciones platdnica y nomi-
nalista con las relaciones, podriamos emparentar al nominalismo con una
especie de atomismo donde las relaciones dependen de los individuos, en
algdn sentido anteriores. Por su parte, el platonismo se vincularfa con al-
glin Lipo de estructuralismo, en el cual los individuos se limitan a ocupar
los lugares vacios previamente existentes por la red relacional. Llevando
al extremo este andlisis esquemdtico diriamos que, para una concepcion
primero son los objetos y las relaciones son algo dependiente de éstos,
para la otra las relaciones son independientes y los objetos llenan una es-
tructura previa,“

En lo que respecta a nuestro tema, en 1904 se concebia a las relaciones
con un alto grado de dependencia de los objetos. En el caso particular del
continuo, mientras que actualmente se consideran separadamente el con-

* Nuestro anslisis se limitard a relaciones binarias.

¥ Para aclarar esto consideremos las visiones platdnica y nominalista de las propiedades.
La concepcitn nominalista sugle expresarse diciendo que las propiedades no existen separa-
damente “anles de las cosas”, ni “fuera del alma”, Los hombres lenemos un conceplo de be-
lleza y decimos “este jarrdn tiene una gran belleza”, como si el jarrdn ¥ la belleza fueran en-
165 separados, pero para la visidn nominalista esto es sdlo una “manera de hablar”. Por otro
lado, la concepeitn llamada platdnica, realisia o idealista sosticne que las propledades tienen
una exisiencia independiente anterior a las cosas. Inspirdndose en Plawdn, considera, por
ejemplo, la belleza como algo existente en 8f mismo y anterior 3 las cosas. Este punto de vista
se aleja en algdn sentido del de Platdn.

¥ En Bourbaki, N., Elementas de historia de las maremdricas, Madrid, Alianza, 1972, se
dice: “En lo referente a es1o, ha sido sobre 1odo dificil conseguir librarse de la impresidn de
que los objetos matemdlicos no won “dados’ com sl estruciurg; ha sido necesaria una larga
prictica del andlisis funcional para hacer familiar a los maemdricos modenes la idea de
que, por ejemplo, existen varias lopologias "naturales’ pars los ndmercs racionales, y varias
medidag sobre la recta real. Con esta disociacidn se pasa finslmenie a la definicidn general
de estructuras” (pp. 38 y 397,
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junto de objetos (los ndmeros reales) y su “orden natural”, en aquella
época tiende a verse como una sola cosa objetos y orden. En particular,
las expresiones como “reordenarlos”, “ponerlos en un orden semejante al
de tal otro conjunto”, etc., estdn sefalando que debemos realizar dos pro-
cesos para bien ordenar los reales: primero abstraer el orden natural y
considerar el conjunto de objetos. Luego considerar el buen orden.

Si concebimos a las relaciones como objetos entonces debemos hacerles
corresponder objetos de nuestro universo de discurso. Si nuestro universo
tiene conjuntos ¢ individuos parece natural hacerles corresponder conjun-
tos. Histéricamente Hessenberg les hizo corresponder conjuntos & los 6rde-
nes mﬂ.’“ yen 1914 Hausdorf™ da 1a concepcion general de las relacio-
nes como conjuntos de pares ordenados. Esto llevd a hacer lo mismo con los
pares ordenados y en 1914 Wiener define <a, b> = {{a, 0}, {b, 1}}*' y luego
en 1921 Kuratowski da la definicidn acinal <a, b> = {{a, b}, {a}).** En
esta conceptualizacidn probar que determinado conjunio tiene una rela-
cidn es probar la existencia de la relacidn.

Esta vision estd expresada en una carta de Baire: “personalmente dudo
de que pueda encontrarse alguna vez una medida comin entre ¢l conti-
nuo o lo que, en la especic, resulta 1o mismo, el conjunto de todas 1as su-
cesiones de enleros posilivos y los conjuntos bien ordenados. Hay aqud,
para mi, dos cosas, las cvales no estdn definidas méds que virtualmente, y
s probable que Jas dos virtualidades sean irreductibles™, Por una parte el
continuo, y por otra los conjuntos bien ordenados, se conciben como si
conjunto y orden fueran una sola cosa. Baire dice en el parrafo citado que
no estamos hablando de entes reales, sino de entes virtvales que hemos
definido con determinadas caracieristicas, por lo que no estamos buscan-
do tampoco un vinculo real entre ¢l continuo y buen orden, sino la mane-
ra de reducir uno de estos entes virtuales al otro, En olras palabras, la cxis-
lencia de una "medida comin” nos llevaria, por ejemplo, a que la defini-
cién del continuo tuviera implicita la del buen orden, de modo que el
continuo se pudiera “reducir” a un conjunto bien ordenado. Esto signifi-
carfa algo asf como transformar el orden del continuo en un buen orden,
cosa que es considerada poco probable.

Hasta qué punto se considera como una sola cosa el conjunto de los
reales y su orden matural 10 muesira también la prueba que utiliza Borel

% 1. Levy, A, Basic Sar Theory, Beriin, 1979, p. 37.

* Hausdorfl, F., Grendnige der Menganlehre, Leipaig, 1914.

™ Wiener. N., “A Simpiification of the Logic of Relations”, Proc. Camb. Phil. Soc., 17
(1914) 387-3%0.

® Kurstowski, K., "Sur ls aotion d'ordre dans Is Ihéorie des ensembles”, Fundamento
Mathematicae, 2 (1921) 161-171.
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en su libro para mostrar que el continuo 0o es numerable. En lugar de re-
currir a la prueba cldsica de la diagonal, usa una prueba mds complica-
da,* ambién de Cantor, en la cual figura ¢l supuesto de que todo con-
junto acotado de reales tiene supremo. Este principio, considerado im-
prescindible para la definicion del continuo, no es utilizado en la prueba
de la diagonal.

6. La formulacién de axlomas

Esta discusion, al igual que otras generadas por la prueba de Zermelo,
contribuyd en buena medida a la formulacién axiomdtica de la teorfa de
conjuntos que realizaria Zermelo en 1908.

A mediados del siglo pasado, Boole desarrolla una teoria de clases con
operaciones diddicas de interseccion, unidn y complemento, tratando de
algebrizar ¢l razonamiento, con las miras puestas principalmente en los
silogismos. Un par de décadas mds tarde, Cantor utiliza reiteradamente
unién ¢ interseccidn para familias infinitas.

En una caria de Cantor a Dedekind de 1899" figuran, explicitados co-
mo principios, unién, separacién y partes. En otro sitio da un axioma
equivalente al de r«z:uu:-ta:l:l:l.:"'E Aunque esta caria no se publica hasta 1938,
darfa la impresi6n de que de algin modo los conceptos vertidos en ella
tienen, en la época que nos ocupa, una pequefia difusion.

Pero en 1904 no hay ni principios explicitos utilizados en las pruebas,
ni acverdo sobre qué operaciones sobre conjuntos son aceptables, por lo
que la prueba de Zermelo podia ser atacada en miltiples sentidos, como
de hecho ocurrid. Es entonces interesante volver a ella para realizar un
anélisis méds detallado, pues el desarrollo que s¢ hizo en el apartado 1 es-
taba simplificado. Tal como vimos en la seccidn anterior orden y conjunio
tendian a verse unificadamente, por lo cual Zermelo, en lugar de ir definien-
do la secuencia <a,, 8;,..., 84> define una secuencia de conjuntos M,
bien ordenados, de modo que M, serd el vacio, M, 1endrd un elemento y
la secuencia terminard con un Mp que coincidird con A, el conjunto
que se querfa bien ordenar. En relacién con la prueba del apartado 1,
My = A- A, . iPor qué existe Mg? En términos modemos Mg = U, < g My
con usos de los axiomas de unién y remplazo, y la teoria cantoriana de los ordi-

% Of. Legons, pp. 12y 13

7 Cantor, G., Gesammelie Abhandlngen mashenatischen und philosophischen frhalts.
Berlin, 1932, p. 444.

* No es logicamente equivalenie, sino equivalente en presencia de los adomas de Ia teo-
ia de Termelo, sin utilizar checcin.
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nales transfinitos. Un cierlo uso impliciio del axioma de unién es indi-
cado en otra critica fuera de nuestro tema. El axioma de remplazo,
aunque preanunciado por Cantor, recién comienza a luchar por incor.
porarse a la weorfa de conjuntos en la década del 20. De 10dos modos,
no es necesario en esta prueba, hecho que s6lo va a quedar claro mucho
tiempo despuds, cuando se analicen las relaciones como conjuntos de
pares ordenados.

Al definir M, = A - A, estamos usando 1a operacién de complemen-
10. Aunque esta operacién era generalmente aceptada en aquella época,
hoy en dia se la suele definir recurriendo a separacidn: x € M < xe A
& = X e A, . Sibien la operacién de separacién era de uso general, se
suele decir que su formulscidn como axioma &s publicada por primera
vez por Zermelo en 1908, Sin embargo Lebesgue dice en su caria que
para Cantor “definir un conjunto M es nombrar una propiedad P per-
ieneciente a cieros elementos de un conjunto N previamente definido
y caracterizando, por definicion, los elementos de M*.¥ 8| recordamos
la relacion que tienen para Lebesgue definibilidad y existencia, esto es
un postulado de existencia, con lo cual el axioma de separacion habria
sido publicado ya en 1905.

Pero tal como hablamos dicho, las dos operaciones visibles son la de
partes y Ia de eleccidn. A ls segunda la hemos analizado en detalle y la
discusiOn tratada sirvid para difundir en dicha época la idea de que sc tra-
taba de una operacién independiente. A wl punto que Zermelo dice en
1908 que debe agradecer a Peano y a los matemdticos cuyos trabajos ana-
lizamos aqui por presentar evidencia a favor de la independencia del pos-
tulado de eleccion.

En la concepcién de Zermelo tres cosas son imporuwantes en una for.
mulacién axiomduica: a) que los principios sean lo suficientemenie estre-
chos como para que de ellos no se deriven contradicciones; b) que sean lo
suficientemente amplios como para rescatar todo lo valioso de |a teorfa
de conjuntos; c) que sean independientes.*' Lo dliimo fue en cieno grado
aclarado por Ja discusidn analizada. En relaci6n con la primera, Baire en
su critica expresa: “para mf todo lo que €l [i e. Zermelo] demuesira, es
que no percibimos contradiccidn al concebir que, en todo conjunto que
s¢ nos defina, los clementos tengan entre si relaciones de posicion idénti-

® C1. Legons, p. 153

“ €1, “Meuer Beweis™, pp. 111y 112

% 1. Zermelo, E.. “Untersuchungen tiber die Grundlagen der Mengenlehre 17, Ann., 65
{1908) 262-281, pp. 261 y 262
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cas a la de los elementos de los conjuntos bien ordenados”™.'? Hadamard
realiza el siguiente comentario respecto de esta frase: “no comprendo
cémo Zermelo puede haber demostrado que no percibimos contradic-
cidn, etc. [...] Eso no se demuesira, sino que se consiala: o se la perci-
be 0 no se la |:|v::ra.':ilzuz“."3 La visitin mds prudente de Hadamard quiere
seguramente lomar recaudos contra la incierta aparicidn de contradic-
ciones futuras.**

Zermelo se ubica en la linea de Hilbert, quien para ese entonces habia
definido la posicidn de que podemos alirmar la existencia de un ente ma-
temdtico con la sola condicién de que no genere contradicciones en un
sistema dado;” Hadamard dice que prefiere no situar el problema “a Ia
manera de Hilbert, sobre el terreno de lo no contradicrorio™. Pero no pue-
de dejar de asombrar [a fundamentacidn, pues continia: “que me parece
aun que surge de la psicologfa y que lleva a tener en cuenta las propieda-
des de nuestro cerebro”.*® Dificil comprender esta observacion si olvida-
mos el psicologismo que imperd en la ldgica y la matemdtica del dGltimo
tercio del siglo pasado. Segin esta concepcidn la Iégica estudia las leyes
del pensamiento, pero £n lanto gque proceso cerebral, de modo que la
fundamentacidn de los principios de la ldgica 'y la matemdtica debia
buscarse en la fisiologfa del cerebro. Los ecos de esta posicidn se escu-
chan en la Philosophie der Arithmerik de Husserl. Hilbert no fue psico-
logista ni en logica ni en matcmatica, pero en 1904 su punto de vista
se hallaba atn en camino de ser la concepeidn formalista madura. Pe-
ro para Hilbert en 1904, el poseer o no contradicciones es algo que co-
rresponde a un sistema axiomdtico, sin 1ener en cuenta “las propieda-
des de nuestro cerebro”. Sélo una atmdsfera psicologista puede dar lu-
gar a la mala interpretacion de Hadamard, quien al querer erradicar la
posicién psicologisia descarta también alpunas consideraciones pura-
mente lGgicas.

Respecto del segundo de los requerimientos de Zermelo para los siste-
mas axiomdticos, nos encontramos con una dificil pregunta: iqué es lo
“valioso™ (Werrvolie) en teorfa de conjuntos?

201, Legons, p. 152.

9 CX. Legons, p. 157

*“ Baire en la cita no est§ usando “demostrar” en un seatido estricto. Es como i s la
prueba mal hecha de un alumno, el profesor se burlara: “usted no demostrd el teorema, lo
dnico que demostid es que no sabe”,

“ Ea este sentido habla formulado con éxito su axioma de compleud (Mollsedndigheis-
ddom} en geometrfa: ¢l dominio al cual se refiere la teorfa debe sor lo mds abarcante posi-
ble.
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Aqul estamos frente a una discusion donde los principios son elegidos
en base a sus consecuencias, como frecuentemente sucede en la ciencia
empirica. En este sentido Russell dice: "Algunas premisas son mucho
menos obvias que algunas de sus consecuencias, y se cree en ellas princi-
palmente a causa de sus consecuencias. Se advertird que esto sucede
siempre cuando se presenta una ciencia como sistema deductivo. Las pro-
posiciones l6gicamente mads simples del sistema no son las mds evidentes
ni las que prmporclnnnn la parte principal de nuesiras razones para creer
en el sistema”.*” En este sentido la aceptacién o rechazo de la funcion se-
lectora y la discusitn sobre la existencia en matemdtica es posterior al
juicio de evidencia de cieros teoremas y a la determinacidn de qué es
“valioso” y qué no lo es en matemética. En efecto, en su libro Borel habia
utilizado un procedimiento por elecciones sucesivas para probar que to-
do conjunto lnﬁniln tiene un subconjunto numerable y luego cuestiond
este pmuedlmmnm El gje de la aceptacidn o rechazo de la funcidn se-
lectora estd determinado porque para Borel, Baire y Lebesgue el conti-
nuo no puede ser bien ordenado y de ahf proceden al andlisis y la critica
de los procedimientos de prueba, Para Zermelo, y quizd para Hadamard,
la cuestion del buen orden resuliz indispensable para maniener la tcoria
cantoriana de los nimeros transfinitos, y de ahi su aceplacién que explici-
ta al final del arfculo citado: dmammamnpmﬁx
mular la teorfa cantoriana de los mimeros cardinales." En particular es
pecesario para que los cardinales de dos conjuntos cualesguiera sean
comparables, es decir que dados A y B, o bien el cardinal de A es mayor
que ¢l de B, o bien es menor o bien son iguales. Camm usé implicitamen-
te un principio equivalente al axioma de eleccion.®

Otra prueba de esto es que las criticas apuntan indiscriminadamente a
uno u otro lado, hasia que al final de la discusitn que tratamos toda la ar-
tillerfa pesada estd dirigida contra la existencia de la funcidn selectora.
En este sentido debe interpretarse la critica de Baire a la operacion de

“ Russell, B., “Alomismo Mgico™, en Ayer. A 1. El positiviomo ldgico, México. FCE
1965, p. 39.

® 1. Legons, pp. 12y 13. Es cierio que en us primer momenis infents como defensa de
su pruche ¢l sceptar una cantidad numerable de clecciones ¥ rechazar las que excedan esie
cardinal Pero més lande, scguramenic inflluenciado por Hadamard, icrmina rechazando tam-
bidn Is powibilidad de reslizar una cantidad numerable de elecciones sucmivas. La dltima de-
lenea que intemia de su prucha es acudir a Ia diferencia entre conjuntos simplemente nume-
rables y conjunios efectivamenie numerables, pero ls cuestidn nads tiene qoe ver.

® Zermelo, E., “Beweis™, p. S16.

ad - 4 Cantor, G., Gesammeilse Abhandlungen mashematischen und philosophischen In-
halir, Beriin, 1932, p. 451,
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partes, pues sostiene que partiendo del hecho de que “un conjunto esté
dado"I “es falso para mi considerar las partes de este conjunto como da-
das”’' Es interesante sefalar que aqui no se estd criticando sdlo 1a ope-
racidn “tomar ¢l conjunto de partes de A", sino que se estd cuestionando
también que si B esud incluido en A se pueda siempre afirmar la existen-
cia de B. Por ¢jemplo, podriamos sostener que no todo subconjunio de
los naturales exisie. Esto se puede relacionar con el problema de la defi-
nibilidad, puesto que no todo conjunto de los naturales es definible. Pero
£s1a posicién no triunfa por €l uso constante que se hace de la operacién
“tomar ¢l conjunio de partes” en matemdtica.

Vemos aqui que histdricamente ocurrid lo siguiente: hubo una prueba,
cuyo resultado no era aceptado por algunos y esto derivd en una discu-
sidn de los métodos de prueba, en la cual principalmente se tratd de evi-
denciar cudles eran los principios utilizados. Una vez puestos sobre el La-
pete algunos de éstos, esta labor se entronca con la posicidn de Hilbert
de fundamentar la matemdtica dindole la forma de sistemas axiomdticos,
con lo cual surge una importante pregunta: icudles son los criterios para
elegir axiomas? Hilbert expresa claramente su posicién en 1922: los
cipios deben ser “lo mds simples, Intuitivos y entendibles posible™,
modo que en la época que nos ocupa deberfa pensar algo similar, Zerme-
lo en 1908 toma una posicién diferente, criticando la evidencia mmu cri-
terio y juzgando al principio de eleccion por sus consecuencias.” Hoy en
dia esta pregunia tiene respuesias muy complejas, que merecerfan un tra-
tamiento aparte. El andlisis realizado aquf sirve como ejemplo histérico
de lo que puede incidir para aceptar o rechazar un principio y de la com-
plejidad de los problemas envuelios en una discusion de wal tipo.

pr-

7. Conclusiones

La discusidn francesa sobre la prucba de Zermelo s¢ ocupd fundamen-
talmente del problema de la exisiencia en matemdtica, dividiéndose en
dos posiciones segiin la respuesta que se le dé a |a pregunta ise puede de-
mostrar la exisiencia de un ente matemdtico sin definirlo?, y duranie este

" Of Lagons, p. 152 Bajo este presupuesio bs prucha de Zermelo cae antes de que se
cuestione o que analizamos anleriormenie. La crilica de Baire stenia conira & conceplo
mismo d¢ buen orden. pues 5i én un buen onden lodo seboonjenio liene primer clemento.
necesilamos & conjunto de s paries. Tomands la posicidn de Baire. dado un conjunio A,
no licne senlido en general preguntanse si existe o no un buen orden sobre A,

“*m#hmmmwmmﬂwwm
thematik. Erste Miticilung ™ en Hilber, D., Gesarmmal Abhandhmgen, Berlin, 1970, p. 160
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debale se aclard el conceplo de definibilidad, imponiéndose el sentido de
“nombrar una propiedad caracteristica”.

Este andlisis 16gico deriva [recuentemente en un andlisis gnoseoldgico
sobre si ¢l sujeto tiene o no ciertas capacidades, como la de realizar una
cantidad infinila de elecciones, Esto se relaciona con lo anterior y se for-
man nuevamente dos posturas. El andlisis gnoseoldgico de una de estas
corrientes se desarrollard posteriormente hacia el intuicionismo, volvien-
do al plano Iégico como limitacidn de los métodos de prueba aceplables.

Desde el punto de vista historico, en primer lugar se ve que el concep-
to de orden (y en general el de relacidn) es menos abstracto que el actual,
£n 1anto que se suele ver al conjunto ordenado como una sola cosa, mien-
Lras que ahora la definicidn habitual es de un par formado por vn conjun-
to y un orden. En segundo lugar, la discusion llevada a cabo fue impor-
tanie para la formulacion axiomdtica que hizo Zermelo en 1908,

En general, se ve que frente a la concepeion sintdctica de “axioma™
exisie otra que valora si algo merece ser axioma en base a discusiones se-
mdnticas y filosdficas.
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ABSTRACT

Zermelo’s 1904 proof that every scf can be well-ordered was, immediately aflerwards, sub-
jected 1o a number of criticisms. In particular, mathematicians of the French School, namely
Baorel, Lebesgue, Hadamard and Baire, exchange letiers discussing the sccepability of Zer-
melo's prool. We sim 1o show, by 3 historical and philosophical spproach, the importance of
thit discussion in clarifying the concept of set, and the methods of proof in 5e1 Theory. We
also analyze oiber, relsied quesiions, such as ihe role of the subject in malhemarnics.




