
ANAl-ISIS F1LOSOFICO 59 

LA DINAMlCA DE CREENCIAS COMO BASE DE LA WGICA 
MODAL 

CARLOS OUER 

1.lnlroducd6n 

Peler Gardenrors ba propueslo en (3) un enroque acerca de las pro­
posiciones alternalivo al que se suele bacer eo I~rminos de mundos po­
sibles. De acuerdo ron esta inlerprelaci6n, una proposici6n es idenli6-
cada con el conjunlo de mundos posibles en que es verdadera. Las co­
neclivas 16gicas, una vez aceplada esta de6nici6n de "proposici6D", se 
pueden conslruir en I~rminos conjunllsliros; asl, la ronjunci6D de dos 
proposiciones se idenlifica COD la iniersecci6D de los ronjunlos de mUD­
dos posibles en que esas proposiciones son verdaderas, Ia disyunci6n 
ron la uni6n de tales ronjunlos, elc. 

La din4mica de creencias proporciona, por su parte, la posibilidad 
de rundamentar la 16gica proposicional sin recurrir a la onlologla de 
los mundos posibles. La base de esta reronstrucci6n de la 16gica se en­
cuenlra en la caraclerizaci6n de una proposici6n "por el cambio que 
inducirla si se al\adiese a un eslado episMmiro. T~cnicamenle, eSIO 
significa que las proposiciones semn definidas romo funciones con es­
lados episl~micos como argumenlos y valores".l En efeclo, cuando un 
individuo acepla el conlenido de una oraci6n, una proposici6n, se pro­
duce una expansi6n de su eSlado episl~mico. Una proposici6n es, pues, 
un lipo de input episl~mico que resulta en una expansi6n; a su vez, una 
manera de caraclerizar a un input episl~mico es idenlificarlo ron el cam­
bio que induce en los dislinlos estados epis(~micos, es door, como una 
funci6n de eslados episl~micos en estados episl~micos. Lo anlerior sugie­
re la siguienle de6nici6n de "proposici6D": 
(Ocr. I) Una proposici6n es una funci6n de eslados episl6micos en esla­

dos epis l~micos. 

J na aplicaci6n inmediala de esla definici6n es la de la relaci6n user 
aceplada como conocida": 
(Der. II) La proposici6n A es aceplada como conocida en el eslado epis­

I~mico K si y s610 si A(K) = K. 

1 G~roenrors (3), p. 131 . 
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2. Caracterizaci6n del conjunto de las proposiciones 

EI conjunto de las proposiciones puede caracterizarse por medio de 
los postulados y definiciones que siguen a continuaci6n: 
(DeC III) Un modelo de creencias es un par ordenado <K. Prop>. donde 

K es un conjunto de estados epist~micos y Prop es un conjunto 
de Cunciones de K en K. Los elementos de K ser~n denotados K. 
K· .... Y los de Prop. A. B .... 

(Pl) Para todo A y B de un modelo de creencias <K. Prop>. existe 
una Cunci6n A&B que penenece a Prop. ·tal que A&B(K) = 
A(B(K)). para todo K de K. 

(P2) Para todo A y B de un modelo de creencias <K. Prop>. 
A&B(K) ,,; B&A(K). para todo K de K. 

(P3) Para todo A y todo K de un modelo de creencias <K. Prop>. 
A&A(K) = A(K). 

(P4) La funci6n identidad. que se define por I(K) = K para todo K de 
K. est~ en todo modelo de creencias <K. Prop>. 

(DeC. IV) Una proposici6n A es una tautologfa en un modelo de creen­
cias < K. Prop> si y s610 si A = I para todo K de K. 

(Der. V) Una proposici6n B es una consecuencia 16gica de una proposi­
ci6n A en un modelo de creencias <K. Prop> si y s610 si 
B(A(K)) = A(K). para todo K de K. 

(DeC. VI) Una proposici6n Des la proposici6n m~s fuene (m~s d~bil) de 
un conjunto de proposiciones si y s610 si todas las proposiciones 
del conjunto son consecuencia 16gica de D (tienen a D como 
consecuencia 16gica). Se puede probar que si un conjunto de 
proposiciones tiene un elemento m~s fuene (mas debil). enton­
ces este es unico. 

(P5) Para todo Ay B de un modelo de creencias <K. Prop>. el con­
junto de funciones D que satisfacen la ecuaci6n A&D(K) = 
B&D(K). para todo K de K, tiene un elemento mas debil; este 
elemento (unico) sera denotado A ... B. 

(Der. VII) (A _ B)(K) = A ... (A&B)(K). para todo K de K. 
(P6) En todo modelo de creencias < K. Prop>. existe una funci6n 

constante 1. y un estado de creencias K 1.. tal que 1. (K) = K 1.. 
para todo K de K. 

(Def. VIII) La negaci6n de una proposici6n A. denotada por ~ A. se de­
fine como la proposici6n A - 1.. 

(P7) Para todo Ay B de un modelo de creencias <I<. Prop>. el conjunto 
de funciones D que satisface tanto la ecuaci6n D&A(K) = A(K) 
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como la ecuaci6n D&B(K) = B(K), para todo K de I(, tiene un 
(t:inico) elemento mlls fuene, quesenl denotado por Av B. 

(P8) Para todo A y B de un modelo de creencias <I(, Prop>, A _ 
B(K) = (~A) _( ~B)(K), para todo K de K. 

Los postulados aseguran la existencia de las proposiciones complejas 
que resultan de la aplicaci6n de las operaciones sobre proposiciones, que 
corresponden a las conectivas oracionales estandar. Ademlls, (P2), (P3) Y 
(P8) establecen ciertas propiedades de la conjunci6n y la equivalencia, 
entendidas como operaciones sobre proposiciones. 

3. Determlnocl6n del conJunto de las tautologias 

EI conjunto de las formas proposicionales que son tautologias en to­
dos los modelos de creencias puede determinarse con la ayuda de los dos 
teoremas que siguen: 

Teorema 1: Para cualquier modelo de creencias <I(, Prop>, y cuales­
quiera A, By C de <I(, Prop>, B&A(K) = c&A(K), para todo K de I(, 
si y s610 si (B _q&A(K) = A(K). 

De acuerdo con (PS), si B&A(K) = C&A(K), entonces A(K) = B - C(K). 
Por tanto, de acuerdo con (P3), (B -q&A(K) = A(K). 

Sup6ngase que (B - q&A(K) = A(K), entonces, ya que por (P5) 
B&(B - q(K) = C&(B - q(K), B&(B - q&A(K) = C&(B - q 
&A(K), Y por tanto B&A(K) = C&A(K). 

Teorema 2: Para todo modelo de creencias <I(, Prop>·y toda proposi­
ci6n Ay B de <I(, Prop>, A(K) = B(K) sii (A -B)(K) = I(K). 

De acuerdo con el teorema 1, A&I(K) = B&I(K) si Y wlo si (A _ 
B)&I(K) = I(K). De (P4) se sigue que A&I(K) = I&A(K) = I(A(K» 
= A(K); siguiendo la misma linea de argumentaci6n para B&I(K) y (A _ 
B)&I(K) se obtiene que A(K) = B(K) si Y s610 si (A -B)(K) = I(K). 

Se puede probar, tambi~n, que si Ay A ~ B son tautologias en un mo­
deJa de creencias, entonces B tambi~n 10 es en ese modelo, es decir, que 
el modus ponens preserva las tautologias (de aqui en mas se omitiran los 
argumentos de las funcioJles, los que deberan sobreentenderse). En efec­
to, sup6ngase que A = I Y A ~ B = I; entonces, por (Def. VII), A -
(A&B) = I, Y por el teorema 2, A = A&B. Pero como A = I, entonces 
I = I&B = B, en virtud de (P4). 

Gardenfors seilala que todas las instancias de los siguientes esquemas 
proposicionales son tautologias en todos los modelos de creencias: 
(Tl) (A&B) ~ A 
(T2) (A&B) ~ B 
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(TI) (A -+ B) -+ «A -+ C) -+ (A -+ (B&C») 
(T4) (A-+ (B -+ C» -+ «A-+ B) -+ (A-+ C» 
(T5) A -+ (B -+ A) 
(T6) .1 -+ A 
(TI) A-+ (AvB) 
(T8) B-+ (AvB) 

(1'9) (A -+ C) -+ «B -+ C) -+ «A v B) -+ C» 
Para demoslrar, por ejemplo, que lodas las instaDeias de (A&B) -+ A 

son laulolog[as en lodos los modelos de creeneias, es necesario moslrar 
que (A&B) -+ A = I en eualquiera de esos modelos. De aeuerdo con 
(DEF. VII), (A&B) -+A = (A&B) -«A&B)&A), y de acuerdo con (P2) 
el segundo miembro de esta ecuaci6n es igual a (A&B) _ (A&(A&B». 
Como de (PI) se desprende que la operaei6n & es asocialiva, (A&B) _ 
(A&(A&B» = (A&B) - «A&A)&B); a su vel, en virtud de (P3), 
(A&B) _ «A&A)&B» = (A&B) _ (A&B). Como A&B = A&B, se si­
gue en virlud delleorema 2 que (A&B) _ (A&B) = 1,10 que a su vez im­
plica, por lransitividad de la igualdad, que (A&B) -+ A = I en eualquier 
modelo de ereeneias, que era 10 que habfa que demoslrar. 

4. La l6gica proposicional y los modelos de creencias 

La definici6n siguienle eslablece una relaci6n entre 16gica y modelos 
de ereencias: 
(Der. IX) Una 16gica L esl~ delerminada por una clase de modelos de 

creencias M si y 5610 si, dado cualquier esquema proposicional 
S, lodas las instancias de susliluei6n de S, inlerpreladas como 
funeiones de modelos de ereencias, son taulologfas en lodos 
los modelos de creencias de M, si y 5610 si todas las instaneias 
de susliluei6n de S, inlerpretadas como f6rmulas de un lengua­
je proposicional, son leoremas de L. 

Gardenfors mueslra que la 16gica delerminada por la clase de lodos 
los modelos de creencias que salisfacen (PI) - (P7) delermina la 16gica in­
luicionisla proposieional. Para ello mueslra que lales modelos de ereen­
eias son equivalenles a la sem~ntica algebraica para la 16gica inluieionis­
la, la de las ~Igebras pseudobooleanas. De hecho, (TI) - (1'9) y el modus 
ponens como regia de inferencia consliluyen, si se inlerprelan esos esque­
mas como f6rmulas proposieionales, una axiomalizaci6n de Ia 16gica pro­
posieional inluicionisla; de manera que el leorema probado por Garden-
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fors muestra que la 16gica determinada por aquellos postulados es exacta­
mente esa 16gica, 

La 16gica determinada por la clase de todos los modelos de creencias 
que satisfacen los postulados (PI) - (P8) es, por su parte, la 16gica propo­
sicional cl~sica , La prueba esbozada por Gardenfors consiste en mostrar 
que la 16gica determinada por esos POSI ulados incluye a la 16gica c1 ~s i ca y 
que la conversa puede probarse nOlando que "un modelo de creencias 
que conlenga s610 dos elementos K y K.L' con T (= I) Y con las unicas 
funciones de Prop, satisface (PI ) - (PS) y tiene como tautologfas exacta­
mente las tautologfas c1~sicas,,2 

5, Postulados adicionales para modelos de creencias M 

Un modelo de creencias M es un modelo de creencias que satisface los 
postulados (PI) - (PS) Y tiene la estructura <K, Prop, . >, donde K es un 
conjunto de estados epist6micos, Prop un conjunlo de funciones de K en 
Ky · es una funci6n de un lugar de argumento de Prop en Prop, Intuiti­
vamente, la funci6n • es una funci6n de modalizaci6n que Iransforma, 
por ejemplo, la proposici6n expresada por "Hoy es lunes" en la expresa­
da por "Es posible que hoy sea lunes", 

EI conjunto de las proposiciones de un modelo de creencias M queda 
caracterizado por los postulados (PI) - (PS), a los que se agrega n cuatro 
postulados referenles a la funci6n . : 
(P9) Para todo A perteneciente al conjunlo Prop de un modelo de 

creencias M, existe una fun ci6n • A que tambi6n pertenece a 
Prop, tal que · A(A(K» = A(K), para todo K de K. 

(PIO) Para lodo A y B pertenecientes al conjun to Prop de un modelo ' 
de creencias M, ·(A v B)(K) = ' A v ' B(K), para todo K de K. 

(Pll) Para todo A perteneciente al conjunto Prop de un modelo de 
creencias M, ~·(A& ~A)(K) = I(K), para todo K de K. 

(PI2) Para todo A y B pertenecientes a un modelo de creencias M, si 
A(K) = B(K) para todo K de K, entonces • A(K) = ' B(K) para 
todo K de K. 

EI postulado 9 asegura, dada una funci6n A de Prop, la existencia de 
una funci6n · A tambi6n perteneciente a Prop, y que siempre que A es 
aceptada como conocida en un estado epist6mico K, la proposici6n • A es 
aceptada como conocida en ese estado epist6mico, Dicho de o tra manera, 
• A es una consecuencia 16gica de A. 

Z Idem , Appendix D, p. 238. 
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EI postulado lO asegura que la o peracio n ' es distributiva con respec­
to a la disyuncion de proposiciones. 

EI postulado 11 se comprende mejo r si se introduce la siguiente defi­
nici6n: 
(Der. X) 'A(K) = ~'~A(K), para todo K de K. 

E I o perador ' es, intuitiva mente, el operado r de necesidad, y la defini ­
cion X 10 introduce en t~rminos de l operador ' de posibi lidad. De acuer­
do con esto, el postulado 11 establece que si una proposicion es una ta u­
tologla, entonces la proposicion que resulta de aplicarle la fun cion ' es 
tambi~n una tautologfa, ya que ~'(A& ~A)(K) = '~(A& ~A)(K), para 
todo K de K. 

EI postulado 12 establece que la funcion 'es una funcion extensional. 

6. La lOgic. determinada por los mod.los de creencias M 

Para la cuestio n de cu~ 1 es la logica determinada por los model os de 
creencias M, es 6 til nota r que los esquemas proposiciona les siguientes 
son tautologfas en todos esos mode los: 
(TIO) A_ 'A 
(Tll ) '(A v B) _ 'Av'S 
(T12) ~'(A&~A) 

Para demostrar que (TJO) es una tau to logla en todos los mode los de 
creencias M, se puede ape lar a (P9), de acue rdo con el cual ' A(A) = A, Y 
consiguientemente, po r la sime tr la de la igua ldad, A = ' A(A). Por (PI), 
' A(A) = ' A&A, Y por (P2), 'A&A = A&' A; luego, aplica ndo reite rada­
mente transi tividad de la igua ldad, A = A&'A. De esto, por el teorema 
2, se deduce que A -A&'A = I; por (Def. VII), A -A&'A = A - 'A 
y, po r transi tividad de la igua ldad, A _ ' A = I, que era 10 que habla que 
demostra r. 

La demoslracion de que (Tll) es una tautologla en todos los modelos 
de creencias M se puede obtener directamente de (P lO) aplica ndo e l teo­
rema 2. En efecto, como, seg6 n (PI 0), '(A v B) = 'A v ' B, po r esc teore­
rna, '(A v B) _ ' A v ' B = I. 

E n cuanto a l esquema (T1 2), que es una tautologla en todo mode lo de 
creencias M, es precisamente 10 que asegura el postulado II. 

Es f~cil demostrar que 13 regia de extensiona lidad preserva las tautolo­
glas, es decir, que s i-A ... B es una lautologla en un mode lo de creencias 
M, entonces 'A _ 'B lambi6n 10 es. E n efecto, si A _ B es una taulolo-
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gla, entonces, por el teorema 2, A = B; pero esto impliea, por (P12), que 
• A = ·B. Aplicando nuevamente el teorema 2, se obtiene • A ++·B = r. 

Las f6rmulas (TlO) - (Tl2), interpretadas como esquemas oracionales, 
junto con la regia de extensionalidad, constituyen, al agregarse a una 
axiomatizaci6n para la 16giea profOSicional chlsiea, una base axiom4tiea 
para el sistema M de von Wrigbt, que es deductivamente equivalente al 
sistema T de Feys" Como (TlO) - (Tl2) son, segun se ha visto, tautolo­
glas en todos los modelos de creencias M y la regia de extensionalidad 
preserva las tautologlas, la 16giea determinada, en el sentido de la de­
finici6n IX, por los mOOelos de creencias que satisfacen los postulados 
(Pl) - (Pl2) incluye a la 16giea modal alttiea del sistema M. 

Si ahora se logra mostrar que es posible derivar a partir de (Pl) - (P8), 
la regia de extensionalidad y el hecho de que los esquemas (T1O) - (T12) 
sean tautologlas en todos los modelos de creencias M los postulados 
(P9) - (P12), entonces se habrn mostrado que la 16giea determinada por 
los postulados (Pl) - (Pl2) es exactamente la 16giea del sistema M de von 
Wright. Para derivar los postulados (P9) y (PlO) basta invertir la demos­
traci6n de que (TlO) y (TU) son tautolog(as en tOOos los mOOelos de 
creencias M presentada m4s arriba. Lo afirmado por (PU) es, justamen­
te, que (Tl2) es una tautologla. En cuanto a (P12), si A = B, entonces 
por el teorema 2 A ++ B = I, Y por la regia de extensionalidad • A ++ ·B = 
I; pero entonces, por el teorema 2, se da que· A = ·B. 

Se ha probado, de esta manera, que la 16giea determinada por los mo­
delos de creencias M, es decir, por los mOOelos de creencias que satisfa­
cen los postulados (Pl) - (P12), es la I~giea del sistema M. Agregando el 
postulado siguiente: 
(P13) Para tOOo A perteneciente a Prop se cumple que: 

• A(·· A)(K) = •• A(K), para tOOo K de K. 

Se obtiene una clase de mOOelos de creencias que determinan la 16giea 
del sistema M' de von Wright, deductivamente equivalente al S4 de Le­
wis. (P13) expresa que si se acepta como conocido en un estado episttmi­
CO K que es posible que sea posible A, tambitn se tiene que aceptar como 
conocida la proposici6n de que es posible A Si ahora se al\ade el postu­
lado que sigue: 
(Pl4) Para tOOoAdePropsecumpleque ~·A(·~·A(K» = ·~·A(K), 

para tOOo K de K. 

3 Vtas< (4), Aptndice, pp. I23-127. 

• vea .. (I), cap. VII, pp. 1l0·1l6. 
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Se obtiene una elase de modelos de creencias que determinan la 16gica 
del sistema M" de von Wright, deduetivamente equivalente al sistema S5 
de Lewis. La demostraci6n de que los modelos de creeneias que satisfa­
cen los postulados (PI) - (P13), a los que se puede llamar "modelos de 
ereencias M' ", Y los que satisfacen los postulados (PI) - (PI4), a los que 
se puede llamar "modelos de ereencias M" ", determinan respectivamen­
te la 16gica modal de los sistemas M' y M" es an:!loga a la presentada mlls 
arriba referente a los modelos de creeneias que satisfacen los postulados 
(PI) - (P 1.2)' 
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ABSTRACf 

Peter Gardenfors has shown how propositional logic can be constructed from the dynamics 
of belief. He defines a proposition as a function representing changes of belief, thus avoiding 
the usual definition in terms of possible worlds. He introduces p:JSlulates for operations of 
propositions which correspond 10 each of the standard sentential connectives, and proves 
that the class of all belief models that satisfy them determines the classical propositional 10-
gie. I define a belief model M and characlcrize the class of propositions in such a model by 
adding four po5lulales to Gardenfors' ones. I show thai the logic determined by the belief 
models M is the logic of von Wright's system M. I also show how von Wright'S modal 
systems M' and M" can be constructed in a similar way. 


