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LA DINAMICA DE CREENCIAS COMO BASE DE LA LOGICA
MODAL

CARLOS OLLER
L. Introduccldn

3 Peter Gdrdenfors ha propuesto en (3) un enfoque acerca de las pro-
posiciones alternativo al que se suele hacer en términos de mundos po-
sibles. De acuerdo con esta interpretacién, una proposicién es identifi-

| cada con el conjunto de mundos posibles en que es verdadera. Las co-

B nectivas l6gicas, una vez aceptada esta definicion de “proposicién”, se
pueden construir en términos conjuntisticos; asi, Ia conjuncion de dos
proposiciones se identifica con la interseccidn de los conjuntos de mun-
dos posibles en que esas proposiciones son verdaderas, la disyuncién
con la unidn de tales conjuntos, elc.

La dindmica de creencias proporciona, por su parte, la posibilidad
de fundamentar la logica proposicional sin recurrir a la ontologfa de
los mundos posibles. La base de esta reconstruccién de la Igica se en-
cuentra en la caracterizacion de una proposicidn “por €} cambio que
inducirfa si se¢ afiadiese a un estado epistémico. Técnicamente, esio
significa que las proposiciones serdn definidas como funciones con es-
1ados episiémicos como argumentos y valores™.! En efecto, cuando un
individuo acepta ¢l contenido de una oracidn, una proposicién, se pro-
duce una expansidn de su estado epistémico. Una proposicion es, pues,
un lipo de input epistémico que resulta en una expansidn; a su vez, una
manera de caracterizar a un inpur epistémico es identificario con el cam-
bio que induce en los distinios estados epistémicos, es decir, como una
funcidn de estados epistémicos en estados epistémicos. Lo anterior sugie-
re la siguiente definicién de “proposicién™
{(Del. I} Una proposicidén es una funcidn de estados epistémicos en esta-

dos epistémicos.

Jna aplicacidn inmediata de esia definicidn es la de la relacion “ser

aceplada como conocida™:
(Def. II) La proposicidn A es aceptada como conocida en el estado epis-
témico K si y sdlo si A(K) = K.

' Giirdenfors (3), p. 131.
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2. Caracterizacién del conjunto de las proposiciones

El conjunto de las proposiciones puede caracierizarse por medio de
los postulados y definiciones que siguen 3 continuacion:

(Def I1T) Un modelo de creencias s un par ordenado <K, Prop>, donde
K es un conjunto de estados epistémicos y Prop es un conjunto
de funciones de K en K. Los elementos de K serdn denotados K,
K'... y los de Prop, A, B,...

(P1y  Para 10do A y B d¢ un modelo de creencias <K, Prop>, existe
una funcidn A&B que pertenece a Prop, 1al que A&B(K) =
A(B(K)), para todo K de K.

(P2) Para todo A y B de un modelo de creencias <K, Prop>.
A&B(K) = B&A(K), para todo K de K.

(P3)  Para todo A y todo K de un modelo de creencias <K, Prop>,
A&A(K) = A(K).

(P4)  La funcion identidad, que se define por I(K) = K para 1odo K de
K, estd en todo modelo de creencias <K, Prop>.

(Def. IV) Una proposicion A es una tautologfa en un modelo de creen-
cias <K, Prop> siysélosi A = [ para odo K de K.

(Del. V} Una proposicion B es una consecuencia ldgica de una proposi-
cibn A en un modelo de creencias <K, Prop> si y sblo si
B(A(K)) = A(K). para todo K de K.

(Del. V1) Una proposicion D es la proposicién mds fuerie (mds débil) de
un conjunto de proposiciones si y 610 si todas las proposiciones
del conjunto son consecuencia Idgica de D (tienen a D como
consecuencia ldgica). Se puede probar que si un conjunio de
propaosiciones tiene un elemento mds fuerte (mds débil), enton-
ces ésle es dnico.

(P3) Para todo A y B de un modelo de creencias < K, Prop>, el con-
junto de funciones D que satisfacen la ecvacién A&D(K) =
B&D(K), para todo K de K, tiene un elemento mas dEbil; este
elemento (nico) serd denotado A «B.

(Def. VI {A — B)}K) = A « (A&B)(K), para todo K de K.

(P6)  En todo modelo de creencias <K, Prop>, existe una funcion
constante L y un estado de creencias K |, talque L (K) =K 4,
para todo K de K.

(Def. VIIT) La negacion de una proposicion A, denotada por — A, se de-
fine como la proposicion A — L.

(P7)  Paraiodo A y B de un modelo de creencias <K, Prop >, ¢l conjunio
de funciones D que satisface tanto la ecuacidn DEA(K) = A(K)
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como la ecuacién D&B(K) = B(K), para todo K de K, tiene un
(Ginico) elemento mds fuerte, que serd denotado por A v B.

(P8)  Para todo A y B de un modelo de creencias <K, Prop>, A «
B(K) = (~A) «+(-B)(K). para 10do K de K.

Los postulados aseguran la existencia de las proposiciones complejas
que resultan de la aplicacidn de las operaciones sobre proposiciones, que
corresponden a las conectivas oracionales estdndar. Ademds, (P2), (P3) ¥
(P8) establecen ciertas propiedades de la conjunci6n y la equivalencia,
entendidas como operaciones sobre proposiciones.

3. Determinacién del conjunto de las tautologias

El conjunto de las formas proposicionales fgue son tautologias en to-
dos los modelos de creencias puede determinarse con la ayuda de los dos
teoremas que siguen:

Teorema I: Para cualquier modelo de creencias <K, Prop>, y cuales-
quiera A, By Cde <K, Prop>, B&A(K) = C&A(K), para todo K de K,
5i ¥ 3610 5i (B « C)&A(K) = A(K).

De acuerdo con (P5), si BRA(K) = C&A(K), entonces A(K) = B « C(K).
Por tanto, de acuerdo con (P3), (B «+C)&A(K) = A(K).

Supdngase que (B «= C)&A(K) = A(K), entonces, ya que por (P5)
B&(B «+ C)(K) = C&(B «+ C)(K), B&(B «» C)ZA(K) = C&(B « C)
&A(K), y por tanto B&A(K) = CEA(K).

Teorema 2: Para 10do modelo de creencias <K, Prop>-y toda proposi-
cién Ay B de <K, Prop>, A(K) = B(K) sii (A -B)(K) = I(K).

De acverdo con el 1eorema 1, A&ZI(K) = B&I(K) si ¥ sblo si (A
B)&I(K) = I(K). De (P4) se sigue que A&I(K) = [&A(K) = IEA(K))
= A(K); siguiendo 12 misma lfnea de argumentacion para B&IK) ¥ (A -
B)&I(K) se obtiene que A(K) = B(K) si y 5610 si (A «B)(K) = I(K).

Se puede probar, también, que si Ay A — B son tautologfas en un mo-
delo de creencias, entonces B también Io es en ese modelo, es decir, que
el modus ponens preserva las tautologfas (de aquf en mds s¢ omitirdn los
argumentos de Jas funciones, los que deberdn sobreentenderse). En efec-
to, supongase que A = I y A — B = [; entonces, por (Def. VII), A «
(A&B) = I,y por el 1eorema 2, A = A&B. Pero como A = |, entonces
I = I&B = B, en virtud de (P4).

Gdrdenfors sefiala que 10das las instancias de los siguientes esquemas
proposicionales son tautologlas en todos los modelos de creencias:

(T1) (A&B) - A
{T2) (A&B)~ B
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(T3) (A= B)= (A~ C) = (A~ (B&C)))
(T4) (A= (B— C))—~ (A— B)= (A~ C))
(T5) A~ (B—A)

(Té) L—+A

(T7) A= (AVB)

(T8) B—+ (AvB)

(T9) (A= €)= ((B— C) = (AVB)— O))

Para demostrar, por ejemplo, que todas las instancias de (A&B) — A
son lautologfas en 1odos los modelos de creencias, es NECESArio MOSUrAr
que (A&B) - A = | en cualquiera de esos modelos. De acuerdo con
(DEF. VII), (A&B) — A = (A&B) «((A&B)&A), y de acuerdo con (P2)
¢l segundo miembro de esta ecuacion ¢s igual a (A&B) « (A&(A&B)).
Como de (P1) se desprende que la operacién & es asocialiva, (A&B)
(A&(A&B)) = (A&B) « ((A&A)&B); 3 su vez, en virted de (P3),
(A&B) «= ((A&A)&B)) = (A&B) += (A&B). Como A&B = A&B, se si-
gue en virtud del teorema 2 que (A&B) ~ (A&B) = I, lo que a su vez im-
plica, por Lransitividad de la igualdad, que (A&B) — A = [ en cualquier
modelo de creencias, que era lo que habia que demostrar.

4. La légica proposicional y los modelos de creencias

La definicién siguiente establece una relacion entre igica y modelos
de creencias;
(Def. IX) Una 16gica L estd determinada por una clase de modelos de
creencias M si y 610 si, dado cualquier esquema proposicional
8, 1odas las instancias de sustitucidn de S, interpreladas como
funciones de modelos de creencias, son tautologias en todos
los modelos de creencias de M, si y s6l0 si todas las instancias
de sustitucion de S, interpretadas como férmulas de un lengua-
je proposicional, son leoremas de L

Géardenfors muestra que la logica determinada por la clase de wodos
los modelos de creencias que satisfacen (P1) - (P7) determina 1a Mogica in-
tuicionista proposicional. Para ello muestra que tales modelos de creen-
¢las son equivalentes a la semdntica algebraica para la ldgica intuicionis-
ta, la de las dlgebras pseudobooleanas. De hecho, (T1) - (T9) y ¢l modus
ponens como regla de inferencia constituyen, si se interpretan csos esque-
mas como férmulas proposicionales, una axiomatizacion de la i6gica pro-
posicional intwicionista; d¢ manera que ¢l teorema probado por Grlrden-
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fors muestra que la 16gica determinada por aquellos postulados es exacta-
menie esa ldgica.

La l6gica determinada por la clase de todos los modelos de creencias
que satisfacen los postulados (P1) - (P8) es, por su parte, la l6gica propo-
sicional cldsica. La prueba esbozada por Girdenfors consisle en mostrar
que la ldgica determinada por esos postulados incluye a la logica clisica y
que la conversa puede probarse notando que "un modelo de creencias
que contenga s6lo dos elementos K y K |, con T (=I) y con las tnicas
funciones de Prop, satisface (P1) - (P8) y tiene como lautologfas exacta-
mente las lautologlas cldsicas™.”

5. Postulados adicionales para modelos de creencias M

Un modelo de creencias M es un modelo de creencias que satisface los
postulados (P1) - (P8) y tiene la estructura <K, Prop, *>, donde K &5 un
conjunto de estados epistémicos, Prop un conjunto de funciones de K en
Ky * es una funcién de un lugar de argumento de Prop en Prop. [ntuiti-
vamente, la funcién * es una funcién de modalizacién que transforma,
por ejemplo, la proposicidn expresada por “Hoy es lunes™ en la expresa-
da por “Es posible que hoy sea lunes™.

El conjunto de las proposiciones de un modelo de creencias M queda
caracterizado por los postulados (P1) - (P8), a los que se agregan cuatro
postulados referentes a la funcidn *:

(P9}  Para todo A perteneciente al conjunto Prop de un modelo de
creencias M, exisie una funcidén *A que también perienece a
Prop, tal que *A(A(K)) = A(K), para todo Kde K

(P10} Para todo A y B pertenecientes al conjunto Prop de un modelo’
de creencias M, *(A v B)(K) = *A v *B(K), para todo K de K.

{P11) Para todo A perteneciente al conjunto Prop de un modelo de
creencias M, —*(Ad& -~A)(K) = [(K), para 1odo K de K.

{(P12) Para lodo A y B pertenecientes a un modelo de creencias M, si
A{K) = B(K) para todo K de K, emonces *A(K) = "B({K) para
todo Kde K

El postulado 9 asegura, dada una funcidn A de Prop, 1a existencia de
una funcidn *A también perteneciente a Prop, y que siempre que A es
aceptada como conocida en un estado epistémico K, la proposicion *A es
aceptada como conocida en ese estado epistémico. Dicho de otra manera,
*A 5 una consecuencia 1ogica de A.

: Tdem, Appendix D, p. 238.
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El postulado 10 asegura que la operacion * es distribuliva con respec-
to a la disyuncidn de proposiciones.

El postulado 11 se comprende mejor si se introduce la siguiente defi-
nicidn:

(Def. X)'A(K) = =*=A(K), para 1odo K de K.

El operador ' es, inluitivamente, el operador de necesidad, y la defini-
cién X lo introduce en términos del operador * de posibilidad, De acuer-
do con esto, el postulado 11 establece que si una proposicidn €3 una tau-
tologfa, entonces la proposicién que resulta de aplicarle 1a funcidn ° es
también una tautologfa, va que —="(A& —A)(K) = '~(A&-A)(K), para
todo K de K.

El postulado 12 establece quc la funcién * es una funcidn extensional,

6. La logica determinada por los modelos de creencias M

Para la cuestién de cudl es la l6gica determinada por los modelos de
creencias M, es il notar que los esquemas proposicionales siguientes
son tautologias en todos esos modelos:

(T10) A— *A
(T11) "(AvB) = *Av*‘B
(T12) ~*(A&-A)

Para demostrar que (T10) es una tautologla en todos los modelos de
creencias M, se puede apelar a (P9), de acuerdo con el cual "A{A) = A,y
consiguientemente, por la simetria de la igualdad, A = *A(A). Por (P13},
*A(A) = *A&A, ypor (P2), "YA&A = A& A luego, aplicando reiterada-
mente Lransitividad de la igualdad, A = A&*A. De ¢sio, por el leorema
2, se deduce que A « A&*A = [; por (Del VII), A -« A&*A = A —="A
y, por transitividad de la igualdad, A — *A =1, que era lo que habfa que
demostrar,

La demostracién de que (T11) es una lautologfa en todos los modelos
de creencias M se puede obtener directamente de (P10) aplicando el teo-
rema 2. En efecto, como, segin (P10), *(AvB) = *A v *B, por ese leore-
ma, *(AvB) — *Av'B=1L

En cuanto al esquema (T12), que es una tautologia en lodo modelo de
creencias M, es precisamente o que asegura el postulado 11.

Es ficil demostrar que la regla de exiensionalidad preserva las tautolo-
glas, es decir, que si A « B es una tautologia en un modelo de creencias
M, entonces *A « *B lambién lo es. En efecto, 5 A « B es una lautolo-
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gla, entonces, por €l teorema 2, A = B; pero esto implica, por {P12), que
*A = *B. Aplicando nuevamente el teorema 2, se obtiene *A «—*B =1

Las férmulas (T10) - (T12), interpretadas como esquemas oracionales,
junto con la regla de extensionslidad, constituyen, al agregarse a una
axiomatizacién para la 16gica proposicional cldsica, una base axiomética
para el sistema M de von Wright,” que es deductivamente equivalente al
sistema T de Feys.* Como (T10) - (T12) son, segin se ha visto, tautolo-
gias en todos los modelos de creencias M y 1a regla de extensionalidad
preserva las tautologfas, 1a logica determinada, en el sentido de la de-
finicidn IX, por los modelos de creencias que satisfacen los postulados
{P1) - (P12) incluye 2 la l6gica modal alética del sistema M.

Si ahora se logra mostrar que es posible derivar a partir de (P1) - (P8),
la regla de extensionalidad y el hecho de que los esquemas (T10) - (T12)
sean tautologias en todos Jos modelos de creencias M los postulados
(P9) - (P12), entonces se habrd mostrado que la |6gica determinada por
los postulados (P1) - (P12} es exactamente la 16gica del sistema M de von
Wright. Para derivar los postulados (P9) y (P10) basta invertir la demos-
tracién de que (T10) y (T11) son tautologias en todos los modelos de
creencias M presentada m4s arriba. Lo afirmado por (P11) es, justamen-
1e, que (T12) es una tautologla. En cuanto a (P12}, si A = B, entonces
por el teorema 2 A «» B = I,y por Ia regla de extensionalidad *A « *B =
I; pero entonces, por ¢l teorema 2, s¢ da que *A = *B,

5e ha probado, de esta manera, que la légica determinada por los mo-
delos de creencias M, es decir, por los modelos de creencias que satisfa-
cen los postulados (P1) - (P12), es la 16gica del sistema M. Agregando el
postulado siguiente:

(P13} Para todo A perteneciente 2 Prop se cumple que:
*A(*A)K) = *"A(K),paratodo Kde K.

Se obtiene una clase de modelos de creencias que determinan la l6gica
del sistema M' de von Wright, deductivamenie equivalente al 54 de Le-
wis, (P13) expresa que si se acepta como conocido en un estado epistémi-
co K que es posible que sea posible A, también se tiene que aceplar como
conocida la proposicidn de que es posible A. Si ahora se aflade el postu-

lado que sigue:
(P14) Para todo A de Prop se cumple que —*A(* —*A(K)) = * —*A(K),
para todo Kde K

? Viease (4), Apéadice, pp. 123-121.
* Véase (1), cap. VI, pp. 110-116.
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Se obtiene una clase de modelos de creencias que determinan la l6gica
del sistema M” de von Wright, deductivamente equivalente al sistema 85
de Lewis. La demostracidén de que los modelos de creencias que satisfa-
cen los postulados (P1) - (P13), a los que se puede liamar “modelos de
creencias M” ", y los que satisfacen los postulados (P1) - (P14), a los que
se puede llamar “modelos de creencias M” ", determinan respectivamen-
te la 16gica modal de los sistemas M’y M” es andloga a la presentada méis
arriba referente a los modelos de creencias que satisfacen los postulados

(P1) - (P12).
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ABSTRACT

Peter Glirdenfors has shown how propasitional Jogic can be constructed from the dynamics
of belief. He defines a proposition as a function representing changes of belief, thus avoiding
the usual definition in terms of possible worlds. He introduces postulates for operations of
propositions which correspond to each of the siandard sentential connectives, and proves
that the class of all belicf models that salisfy them determines the classical propositional lo-
gic. I definc a belief model M and characterize the class of propositions in such a model by
adding four postulates 1o Girdenfors' ones. | show 1hat the logic determined by the belief
models M is the logic of von Wright's system M. [ also show how von Wright's modal
systems M’ and M" can be constructed in a similar way.



