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EXTENSION POR DEFINICIONES EN TEORIA DE
MODELOS: TRES TEOREMAS DE PRESERVACION PARA
EXPANSIONES DE BETH

FRANCISCO NAISHTAT
1. Introduccién

El propdsito de este estudio es proponer tres resultados sobre exten-
siones por definiciones en un lenguaje de primer orden. La nocién de ex-
tensién de un lenguaje por definiciones estd basada en la idea de defir-
cidn explicita de Beth (Beth, 1953) y codifica aquellas ampliaciones en las
partes no l6gicas de un lenguaje que no aumentan su poder expresivo.
Los nuevos sfmbolos, cuando estdn mediados por definiciones explicitas
en términos de los sfmbolos primitivos, reciben el nombre de abreviatu-
ras.

Vistas desde el dlgebra, las abreviaturas corresponden al siguiente pro-
ceso: cualquier tratamiento algebraico medianamente complejo de una
estructura matematica, tratese de un grupo, de un anillo, de vn cuerpo,
de un 4lgebra, etc., nos lleva rdpidamente a definir, a partir de las relacio-
nes, operaciones y constantes primitivas, una serie de nuevas relaciones,
operaciones y constantes que permiten una mejor codificacion de las es-
tructuras matematicas bajo estudio. Pero estas nuevas categorias, toda
vez que hayan sido generadas como genuinas abreviaturas, no deben im-
portar modificacién alguna de la estructura original ni de sus categorfas
bésicas.

Por ejemplo, si consideramos un grupo, supongamos Gr = (G, +, 0),
cuyas categorfas primitivas son la operacién diddica + (“suma™), y la
constante 0 (“cero™), advertimos que las propiedades de grupo de la suma
y el cero nos permiten definir una nueva funcién z = inv(x) (por “inver-
$0”) y una nueva operacién z = x — w (por “diferencia™) en términos de la
suma y la jdentidad; definimos inv(x) = z por la ecuaciénx + z = 0, la
cual ecuacin, se demuestra en teorfa de grupos, tiene una rafz Gnica en z
dependiente de x; y definimos z = x — w como equivalente a z = x +
inv(w).

Uno no atribuye a estos nuevos operadores otra cualidad que no sea la
de meras “abreviaturas”, cuya funcién se limita a un papel heurfstico de
codificacidn y ordenamiento expositivos, y que de manera alguna nos
echa fuera del marco de la estructura primitiva. Procesos de esta natura-
leza se dan cuando definimos el conjunto vacio en teorfa de conjuntos, la
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operacién de exponencracidn en aritmética de primer orden, la relacién
de orden esmicto en leorfa del orden amplio (o viceversa), etc.

Ahora bien, si pasamos del plano del 4igebra al plano de la 16gica, es-
tas ampliaciones pueden formalizarse para una teorfa T como un tipo de
extensiones de su alfabeto no I6gico S, acompafiadas por una serie de
cldusulas definicionales (las cldusulas de Beth), que garantizan un camino
de ida y vuelta entre los modelos de la teorfa en el lenguaje chico y sus
respectivas expansiones en el lenguaje ampliado.

Por ejemplo, retomando la teorfa I de los grupos, el proceso descrito
m4s arriba corresponde a la extensién del alfabeto S = {+, 0} a un
alfabeto §' = {+, —, inv, 0}. Decir que los nuevos sfmbolos de S'/S son S-
abreviaturas quiere decir que tenemos S-férmulas de primer orden que
juegan el papel de definiens para estos nuevos sfmbolos. En este caso con-
creto, el definiens de inv(x) es: x + z = 0y la S-definicion de inv(x) en el
nuevo lenguaje es:

b = (X, 2) (2 = InV(x) & x+2 =0).
o, €5 una S-definicién de inv(x) en la teorfa I' precisamente porque
F'=xE)(x+z2=0& () (x+y=0-> 2=y)),

esto es, porque la teorfa de grupos garantiza que la ecuacibnx +z =0
tiene una dnica rafz en z que depende de x.

Un resultado de este planteo es que para todo grupo A =T existe una
dnica expansién A’ al lenguaje S’ tal que A’ |= &, .

Este altimo resuftado puede generalizarse para cualquier proceso de
extensién por abreviaturas; es decir, si T es una teorfa cualquiera en el
lenguaje S, S’ una extensién de S, y A un conjunto de cldusulas definicio-
nales para los nuevos sfmbolos, entonces, dado cualquier modelo

B [= T, existe una finica expansién B’ de B al lenguaje S’ tal que:
B'|=A (Ebbinghaus, 1984).

Proponemos llamar expansion de Beth a esla expansién B’ del modelo
B. Los tres resultados que proponemos mas abajo tienen todos la caracte-
ristica de establecer ciertas relaciones de preservacién (preservacién de
isomorfismo, de homomorfismo y de subestructura) entre los modelos de
una teorfa Ty sus expansiones de Beth.
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El tratamiento sem4ntico-formal de las abreviaturas fue primero reali-
2ado por Beth en 1953 en términos de definicidn explicita (véanse Beth,
1953 y Chang y Keisler, 1973), y se encuentra condensado por Ebbing-
haus, Flum y Thomas en su trabajo de 1984 (Ebbinghaus, 1984). La ven-
taja de este tipo de enfoque reside en que uno puede establecer una serie
de correspondencias entre las estructuras originales y sus respectivas ex-
pansiones de Beth que permiten trabajar de manera elegante y rigurosa
con las abreviaturas. Por ¢jemplo, Ebbinghaus demuestra que si dos mo-
delos A, B son elementalmente equivalentes (en el lenguaje chico), en-
tonces sus expansiones de Berth A’, B’ 2 un lenguaje ampliado por abrevia-
turas, son, €n este nuevo lenguaje, elementaimente equivalentes.

Nuestro propdsito a continuacién es retomar la caraclerizacién de
Beth y agregarle tres resultados nuevos de preservacién, o que al menos
no figuran entre los teoremas mencionados en Chang y Keisler (1973), ni
en Ebbinghaus (1984).

Nuestro primer resultado establece que:

(1) Todo isomorfismo enire dos modelos A, B de una teoria T se preserva
para sus expansiones A’, B’ respecto de un nuevo conjunto S de simbolos a
condicién de que A’, B’ sean expansiones de Beth.

Retomando el ejemplo de los grupos, (1) implica que si h es un iso-
morfismo entre dos grupos (G,, +,,0)) y (G, +, 0,), entonces h también
es un isomorfismo entre las estructuras (G, +,, -, inv;, 0,) y (G,, +,, —»
inv,, 0,), que son las respectivas expansiones de G, y G, que satisfacen las
cldusulas definicionales de invy —.

Nuestro segundo resultado reza que:

(2) Todo homomorfismo enme dos modelos A, B de una reorta T en un
lenguaje funcional (que no contiene simbolo de relacion alguno fucra de la
identidnd) se preserva pura sus expansiones de Beth A°, B’ al lenguaje am-
pliado (también funcional) a condicién de que todo stmbolo nuevo de fun-
cion y de constante admira un definiens “posirivo” (sin cuantificadores y sin
orras conectivas que la conjuncién yjo la disyuncién) en la definicion de
Beth que le corresponda.

Nuoestro tercer resullado establece que:

(3) Si 4, B son S-estructuras que son modelos de una 1eorfa Ty 1ales que
A es S-subestructura de B, y si S’ es una extension del lenguaje S 1ol que para
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todo simbolo de S’/S existe en S’ una definicién “elemental” (cuyo definiens
es una S-férmula sin cuantificadores), entonces las expansiones respectivas
de Beth de A y de B al lenguaje S', pongnmos, A’ B', son tales que A’ es
S’-subestructura de B’

Tomando nuevamente ¢l ejemplo de los grupos, (3) implica que si (G,
+,, 0)) es subgrupo de (G,, +., 0,), entonces (G,, +, -, inv,, 0,) es subes-
tructura de (G,, +,, —, inv,, 0,).

Aunque esios tres resuitados no sean en modo alguno llamativos o
sorprendenles, ya que en la expectativa de lo que uno espera de un con-
junto entran definiciones en el sentido de Beth, los mismos nos permiten
generalizar de manera elegante en términos de teorfa de modelos algo in-
herente a la actividad algebraica ordinaria.

A continuacién, luego de precisar la notacién y de mencionar tos re-
sultados 13gicos generales que presuponemos (punto 2), presentamos &l
tema especifico de las definiciones y expansiones de Beth (punto 3) y de-
sarrollamos los tres rcsultados precitados (punto 4). Finalmenie, el tra-
bajo concluye con la mencién de otros resultados ligados con esle lema

(punto 5).

2. Precisiones de notacién y resultados lIégicos presupuestos
2.1. Precisiones de notacién

2.1.1. Notamos las variables (de individuo) de un lenguaje de primer
orden Vy,..., v,y V... dado un término t notamos var(t) al conjunto de las
variables que figuran en (, y dada una férmula ¢ de primer orden, nota-
mos lib(¢) al conjunto de las variables libres de ¢.

2.1.2. Reservamos las letras S, S', 8™ para denotar la sintilaridad de un
lenguaje de primer orden, esto ¢s, los conjuntos de simbolos no 16gicos
de cada lenguaje de primer orden (cada tipo de similaridad S contiene a
lo sumo tres categorias de simbolos, esto ¢s, de relacion, de funcidn y de
constante). Llamamos S-rérmino (resp. S-formula) a rodo 1érmino de pri-
mer orden (resp. a toda f6rmula de primer orden) formado(a) por las re-
glas de buena formacion a partir del alfabeto de similaridad S.

2.1.3. Si fe S es un simbolo de funcién r-ario, y 1..., I, son S-térmi-
nos, notamos fi,,..., L, al S-término formado a partir de f con los S-tér-
mIROS ..., 1

-1
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2.1.4. Si R e S es un simbolo de relacién r-ario, y t,,..., t,, son S-térmi-
nos, notamos Ri,,..., t,; a la-S-férmula atémica formada a partir de R con
los S-términos L., 1.,

2.1.5. Llamamos T * al copjunto de los S-términos de primer orden y L al
conjunto de las S-férmulas de primer orden; asimismo definimos T*, =, {t e
T /var(ty C {V4.., v, }}ydefinimos L', =, {pe L*/lib(¢) C {vp, V., }}-

2.1.6. Si te T* notamos t = 1(¥,.., V,,); Si pe L’ notamos ¢ = ¢(V--rs
VM)'

2.1.7. Notamos ¢(y/x) al resultado de sustituir todas las apariciones li-
bres de x en ¢ pory (para x, y, variables de individuo).

2.1.8. Notamos (E~'x) ¢(x) a 1a f6rmula (Bx)((x) & (v) ¢ (y/x) = y = X )).

2.1.9. Reservamos las letras A, B, etc., en negrita, para designar S-es-
tructuras de primer orden, y las letras A, B, etc., para denotar 108 univer-
s0s 0 dominios respectivos de A, B, etc. Si s es un simbolo de S, noltamos
s* Ja interpretacién de s en la estructura A.

2.1.10. Si A es una S-estructura, t = t(V.., v, ) ¥ 3z, 4, € A, ROta-
mos 1‘[3(,..., a.,] el valor de t en la estructura A para la asignacion B(v) =
a, (parai = 0,..., r-1).

2.1.11. Si A e una S-estructura, & = P(Vy--s Voy) ¥ 8-> 3, € A, DOAMOS
A = ¢fa,., 4 | sliy A satisface ¢ para la asignacién B(v) = g (paraj=0, .., I'-
1).

2.1.12. Si A es una S-estructura y S C §', Hlamamos S'-expansion de A a
toda S’-estructura B tal que:

(i(A=3B

(ii) Para todo s e S,s™ = sB.

2.1.13. Si B es una S'-expansidn de A, decimos que A es el S-reducio de B.

2.1.14, Sean A, B dos S-estructuras y h: A —B una funcién biyectiva;
decimos que h es un isomorfismo de A en B (notacién h: A =B) siy sé6lo
si:
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(i) Para todoAR e S quesea uBn stmbolo de relacién r-ario y para todos
3ges 3, € A R (ay.., 2, sii R%(D(3p).-.., h(a,,)-

(ii) Para todo { € S que sea unBsimbolo de funcién r-ario, para todos
a,...,3,, € Ath(f"(ag.., a.y)) = f (h(ay),..., h(a,)).

(iif) Para todo ¢ e S que sea un simbolo de constante h(c*) = &

2.1.15. Llamamos estructura funcional a 10da S-estructura tal que S = &
y S s6lo contiene sfmbolos de funcién y/o constante.

2.1.16. Un homomorfismo h entre dos S-estructuras funcionales (nota-
cién: h: A — B) es una funcién h: A — B (no necesariamente biyectiva) tal
que:

(i) Para todo f e S que sea un sfmbolo de funcién r-ario y para todos

By 8,y € A B(FA (g 3,)) = FO(0(20),, B(a,)))-

(i) Para todo ¢ e S que sea un sfmbolo de constante, h(c*) = c®.

2.1.17. Sean A, B dos S-estructuras; decimos que A es una S-subestnuc-
tura de B (y notamos A C B) sii:

(i) Para todo Re S que sea un simbolo de relacién r-ario y para todos
8- 8, € A, RA(ay., 2, ) sii RP(ay,.., a_,).

(ii) Para todo f e S que sea un sfmbolo de funciér r-ario y para todos
Bgrs Ay 8, € A, FN (8 3) = FO(agen 8,y)-

(iii) Para todo ¢ e S que sea un sfmbolo de constante ¢ = c=.

2.1.18. Decimos que T €8 una S-teorfa si I" es un conjunto de S-senten-
cias cerrado por la relacién de consecuencia 16gica.

2.1.19. Sea T una S-teorfa y B una S-estructura que es modelo de T; de-
cimos que una S-estructura A es I'-S-submodelo de B sii:

(i) A es S-subestructura de B.

(iA = T.

2.2. Resultados 16gicos presupoestos

2.2.1. Lema del reducto

Sea A una S-estructura; SC §'; A’ una S’-expansion de A; y a,.., 2., e A
Luego se cumple: }

(i) Para todo te T*, t*[ag.... 2,,] = *[a,..., a_].

(ii) Para toda ¢ e L', A = d[ag..., 3] 51i A’ = d[ag..., 2.}
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2.2.2. Lema del isomorfismo
Sean A, B dos S-estructuras tales que h: A = B; luego se cumple:
) Para todos a:!a , €Ay para todo S-término t = t(v,,..., v, ),
{2 2c1]) = C[h(30),.., B(aes)]
(u) Para todos a,,...,2,, € Ay paratoda S-férmula ¢=¢ (Vy-.rs Vo)
A = $[ae,..., 2] 5ii B |= é[h(ac),--., N(ary))-
(iii) Para toda sentencia ¢ e L', A =4 sii B = ¢

2.2.3. Lema del homomorfismo

Sean A, B dos S-estructuras funcionales tales que existe un homomor-
fismo h: A — B; luego se cumple:

(i) Para todos a,,..., a_; e Ay para todo S-término t = t(v,,..., v,,)

h(t*[a,-...8,,]) =1 {n(ao, »b@,)]

(ii) Para toda S-formula ¢ = (V... V., Sin cuantificadores y positiva
(sin otras conectivas que la conjuncién y/o la disyuncién) se cumple:

Para todos a...,a,, € A,

si A = ¢[as,..., 8], entonces B = ¢[h(ao),..., h(ar)].

2.2.4. Lema de la subestructura

Sean A, B tales que A es S-subestructura de B. Luego se cumple que:

(i) Para todo S-término t(vy..., v,,) y para todos a,,.., a,, € A,
A (20 2] = C[atyr, 801].

(ii) Para toda S-férmula abierta ¢(Vy..., v,,) (sin cuantificadores) y pa-
ra todos a,.., a,, € A:

A |= $lag. 8] ii B |= $fag- 2]

(iif) Para toda ¢ que sea una S-sentencia universal (de tipo (Vy-., v )V
donde V¥ es una S-férmula abierta), si B |= ¢, entonces A =4

(iv) Para toda ¢ que sea una S-sentencia existencial (de tipo (Ev,..., v, )W
donde ¥ &s una S-férmula abierta), si A = ¢, entonces B = 4.

Ahora estamos en condiciones de exponer los conceptos y propiedades
que conciernen especificamente a este trabajo.

3. Extenslén por definiciones y expansién de Beth de un modelo

3.1. Ser una S-definicién (explicitna) de un §’-sfmbolo en vna S-teorfa [

Sea ' un conjunto de S-sentencias (I' C L'y, a continuacién definimos
qué significa dar vna S-definicién en T para un S'-sfrabolo que no pertenece a
S. Este concepto pertenece a Beth (Beth, 1933) y estd desarrollado por
Chang y Keisler (1973, pp. 87-88) y por Ebbinghaus (1984, cap. VIII).
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(a) Sea R un simbolo de relacién r-aria que no pertenece a Sy ¢p(Vy---s
v.,) una S-férmula. Luego, 1a sentencia (vy,...,v, Y(RVy...y V| & dp(Vy-s
v_.,)) es una S-definicién de R en I'. Diremos asimismo que ¢y es ¢l S-de-
finiens de R.

(b) Sea f un sfmbolo de funcién r-aria que no pertenece a Sy ¢f (Voy-os Veps
v) una S-férmula. Luego, 1a sentencia (vy..., v, ;, V.)(fVprs V,y =V, = &
(V- Vopp V) €S una S-definicién de fen I'sii ' |= (Voo V. )(E™'V,)
& (Vgs V. s v.) (condici6n existencial d¢)- Diremos asimismo que b €s

el S-definiens de ¢

(¢) Sea ¢ un simbolo de constante que no pertenece a Sy ¢,(v,) una S-
férmula. Luego, la sentencia

(Vo (€ =v, & ¢ (V,)) es una S-definicién de c en T sii

T |=(E='V,) ¢.(v,) (condicién existencial ¢,).

Diremos asimismo que ¢, es el S-definiens de c.

3.2. Ejemplos

(2) En teorfa de conjuntos ZFE definimos 1a constante conjunto vacto

(notacién &) por la siguiente sentencia:
V(D =v, & (v)~(v, € V,)). Esta sentencia es una { e }-definicién
en ZFE porque ZFE |= (E='v,)(v) ~( v, V).

(b) En teorfa del orden estricto definimos una relacién de orden am-
plio por la siguiente sentencia: .

(Vo VD(Vy SV, (v, < Vv, VvV, =v)). Esta sentencia es una {< }-defini-
cién en teorfa del orden estricto.

(©) En teorfa de grupos G definimos la funcién inverso (notacién
1ov(x)) por la siguiente sentencia:

(Vo V(inV(V,) ® v, «» v, + v, = 0). Esta sentencja es una {+, 0}-defi-
nicién en la teorfa G porque G |= (v,)(E™'v,)(v, + v, = 0).

3.3. Expansién de Beth de un modelo

Lema 3.3. (Ebbinghaus, 1984): Sea T un conjunto de S-sentencias y
scsh Supdngase que para cada sfmbolo de sbs hay una S-definicién
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enTy emos A a un subconjunto de S-definiciopes en T 1al que para
cadas e S%/S existe exactamente una S-definicién en A. Luego, para toda
S-estructura A tal que A [=T existe una nica S”-expansi6n A™ tal que
AD |=A (Uamamos expansion de Beth de A a 1a estructura AD),

Demostracién
1) Existencia

DcﬁnK'mos Abder siguiente modo;

(i) A% = A

(i) Para todo sfmbolo se S, SAA =

(iif) Sea Re S°S un sfmbolo de relacién r-ario. Por hipétesis existe
una Gnica S-férmula ¢p(Vp.. V.,,) 12l que la definicién (vg..., v, )R-,
V"AK’ S (Veernr vr:})) estd en A. Luego, definimos: para todos a,..., a_ e A,
R™% (a;-, a,,) SKEA l= ¢rl2p- @)

(iv) Sea f e S7/S un simbolo de fancidn r-ario. Por hip6tesis existe una
inica S-férmula &5 (Vs Ves Vo) 12l que a definicién (Vg..., V.., V)(f Vpoos Vo =

Ve > &f (Vi Vopp Vy)) €SUA €D A, Luego, definimos: para 10dos a,..., 2., 2,
€ A,
FA2 (00 3er) = 2, Siiar A 1= df[20rmry 2e, 8. (1)

Puesto Que T [= (Vo Y, J(E™'V) dVomss Veys V) (Af supra 3, 1b) y que por
hipétesis A |=T, tenemos que para todos a,.., a,, € A existe un inio a, € A
talque A |= ¢:{ 2., 4, a,]. Por tanto la definid6n dada en (1) define una fun-
cibnrariaen A=A

(v)Seace S5 un stmbolo de constante. Por hip6tesis existe una wni-
ca S-férmula ¢ (v,) tal que la definicién (v)(c = v, +> $.(V,)) estd en A.
Luego, definimos: para todo a, e A, M= a,sii, A = ¢ [a] (1)

Puesto que T |= (E=Yv,)d(v,) (df supra 3, 1c) y que por hip6tesis A [=T,
tenemos que existe un dnico a, tal que A |= ¢ [8,)- En consecuencia, la
definicién dada en (11) define Ja interpretacién de una constante.

Tenemos entonces definida una expansién Al de A al lenguaje sA Es
obvio, por construccién, que A™ = A.

2) Unicidad

Sea A’ una SA-expansidn de A tal que A’ |=A. Para ver que A’ = Al
basta comprobar que ambas interpretaciones coinciden en fos (SA/S)-
sfmbolos:
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(1) SﬁRe S473 un stmbolo de relacién r-ario:
[= AyA’ |=A, tenemos:
A’A]=(Vm = vr DRV, Ve > G (Vipeess V. 1)) y
AT (Vg Ve ) (R !er « dp(¥
Luego, para todos 8y, 3, €A, R&(a,, » &) Sid R*(ag. a,,).
(ii) Scz feS A1S un stmbolo de funcién r-ario:
A

Pgr |=AyA |= A, tenemos:

A7 [= (Voo Ve V) (FVpeis Vey =V, “’d)_f(vm »Vrvv))y
A’ = (Voo Ve VI Vo Vi V"'d?f(vo' s Ve ¥
kxzoparatodosao, a,, €A,

A8 (g 3,,) = 8,511 52 (g 3,,) = 3,511 $A4 = £
(m)SeacE SAS una constante:

PorA |—AyA’ |= A, tenremos:

' = (v)(c = V - . (v

Por tanto, pmtgdoaoeA,c“‘A—ansuc" =a,sii A = A

Con la demostracién de 3.3. queda asentado el concepto de expansidn
de Beth en torno del cual se articulan los tres teoremas que proponemos
en el punto siguiente.

4. Tres teoremas de prmrvhcidn para expansiones de Beth
4.1. Teorema de preservacitn de isomorfismos

Este teorema (que es un corolario que yo agrego a los resultados ep
abreviaturas de Ebbinghaus (véase Ebbinghaus, 1984, cap. VIII) per-
mite asumir que dos expansiones de Beth a un conjunto de nuevos
sfmbolos son isomdrficas en el lenguaje ampliado toda vez que se sepa
que sus respectivos reductos en ¢l lenguaje chico son isomdrficos.
En la prictica esto significa que si se demuestra, supongamos, que
dos grupos A, B son hisomdrficos, entonces (teorema 4.1. mediante)
podemos asumir que las {+, —, inv, O}-expansiones respectivas de A 'y
de B que satisfacen las S-definiciones de “-" y de “inv” en G son h-iso-
mdrficas. Todo lo cual quiere decir que podrd admitirse que para to-
dosa, a, e A:

(i) h(2,-" 2,) = h(ay) -° b(a,)
(if) B(invA(a)) = t"'ga:(a))-
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Teorema (Naishtat): Sea I" una S-teorfa; A, B |=T; SA una extepsion de
S; A un conjunto de S-definiciones para todos los simbolos de S</S ent
(tal que para todo s e SA/S exista exactamente una definicién en A), y A",
-expansiones de Beth de A y B respectivamente. Luego:
h: A =Bsiysélosi h: Ad ~gd

Demostracidn

(<= 1Es el sentido triviall
=
1) SeaReS4Sun sfmbolo de relaci6n r-ario: para todos 2., 3,, & A:
R™Xa,..., a_,) sli A® = Rvg,..., v, [85.-, 2] (1) (definicién de Tarski)
sii A2 [= $u[8p-r 2,4] (*)
(donde ¢y, es la L' -férmula que es el definiens de R, es decir, 12l que la
sentencia (V... ¥, J(RVpuiy Voy > Pp(Vp-s V..p) € A; luego (*) provie-
nede ()yde AS A)
sH A = ¢ 2., A
{por ser ¢y una S-férmula y A el S-reducto de A™ [lema supra 2.2.1.])
sii B | dy[b(20),- h(a,)]
E A =Bylemasupra 2.2.3.)
& = ¢alh(29, B(2,.)] N
(por ser ¢p una S-férmula y B el S-reducto de B= [lema supra 2.2.1.])
2u B Bt= IRV”) o Ve[ (3 )]

por A
sii R*( 8, h(a,.)-

2) Sea fe S/S un stmbolo de funcién r-ario: para todos a..., a_,, , e

g ae) = 3, SHAR = Fpn v,y = Vfagnaa] ()
(deﬁmqén de Tarski [=)

il A2 = 0f (8 2] (*%)

(donde s es la L', -formula que es el definiens de § es decir, tal que
la sentencia

o Ve V(U Ve = Yy 5 b5 (Vg Vo V) € A huego (**) pro-
viene de (11) y de A" [ A)

Sii A = flBprs By 2] N

(por ser §+ una S-férmula y A el S-reducto de A= [lema 2.2.1.])

Sli B = ¢{B(a,),» h(2,), h(a,)]

(por h: A =By lema supra 2.2.2.)

sii B® |= ¢¢[b(2y), h(a,)), h(a)]

r+l
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(por ser ¢y una S-f6rmula y B el S-reducto de B2 [lema 2.2.1.])
sii B l,f Voers Yoy = Y, [R(@p),..., N(a, ), h(a)]

(por B = 4)

sif f (3, h(a)) = b(a)

(por definicién Tarski |9

sii £ (g R(2..)) = D(F (@ 2,.)

(pora, = f"(a,...,a_)).

3)Seac e SYS un sfmbolo de constante.
=a,sii Al [=c = vfa]  (HH)
(definicion Tarski de |=)
silAD = ¢ [a,] (**)
(donde &, es la L¥,-férmula que es el definiens de c, es decir, tal que la
sentencia (V)(C =v, « &.(v,)) €A, luego (***) proviene de (111) y de
A =a)
S“ A |= ¢c[a0]
(por ser ¢, una S-férmula y A el S-reducto de AA [lema 2.2.1.])
sii B = ¢.[h(a)]
(porser h: A =By teor. supra 2.2.2.)
sii B |= ¢,[b(ay)] N
(por gcr ¢, una S-férmula y B el S-reducto de B= {lema 2.2.1.])
sii B IA——- c = vy[h(ay)]
(por B™ |= A)
sii cBA = h(a,)
(definicion Tarski)
sii cBA = h( )
Lo cual demuestra que h: AA = BA.

4.2, Teoremsa de preservaci6n de homomorfismos para estructuras
funcionales

Este teorema completa de algin modo el resultado 4.1. ya que extien-
de a los homomorfismos, bajo ciertas restricciones concernientes a la ma-
nera de definir los nuevos simbolos, 1a propiedad demostrada en 4.1. para
Jos isomorfismos.

4.2.1. Definicion

Sea S’ una extensién de S; T, una teorfa en S tal que para cada stmbolo
s de S'/S existe una definicién §, en I'. A continuacion definimos para ca-
da sfmbolo se S'/S o que significa que §, sea una definicidn positiva en I
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(i) Si s es un sfmbolo de relacién r-ario R, y

8, = (Ve V. J(RVyy V., Gp (Vs Vo)), 8, €8 una definicién positi-
va de R en T sii el definiens ¢, es una S-férmula abierta (sin cuantificado-
res) y cuyas conectivas son a lo sumo “&” y “v”.

(ii) Si s es un simbolo de funcién r-ario f, y

8F= (Voros Veur V) (FVprens Ve = Vp @ f (Viprors Voo V,))s B €5 una defini-
cién positiva de fen T sii el definiens bf €s una S-férmula abierta (sin
cuantificadores) y cuyas conectivas son a o sumo “&”y ‘v”,

(iii) Si s es una constante ¢,y §, = (V)(¢ =V, « ¢ (), 8. s una de-
finicién positiva de ¢ en T sii el definiens §, es una S-férmula abierta (sin
cuantificadores) y cuyas conectivas son a lo sumo “&” y “v”.

Ejemplos:

1) La definicidn de inv en teorfa de grupos es positiva ya que es de tipo
(Vo VO(Inv(vy) =v, «» v+ v, =0), esto es, el definiens ¢, ,, que es v, + v, =
0, satisface la condicién 4.2.1.ii.

2) La definicién de @& en teorfa de conjuntos ZFE no es positiva, ya
que es de tipo (V)(B=V, + (V) (v, € V,)), €sto es, el definiens ¢y, que
es (v;) (v, € V,), no satisface la condicion 4.2.1.iii.

4.2.2. Teorema (Naishtat): Sea S un tipo funcional, I una S-teorfa; A,
B |=T; sA una extensién de S; A un conjunto de S-definiciones positivas
de los sfmbolos de SA/S en [ tal que para cada sfmbolo se SA/S existe una
(y s6lo una) definicién §, en A; sean A4 B2 las expansiones de Beth res-
pectivasde Ay B (talesque A FA Y BA [=A). Kego se cumple:

Para toda funcién h: A — B; h: A — Bsii h: AS — BA (es decir, h define
un homomorfismo entre los reductos sii define un homomorfismo entre
las expansiones de Beth).

Demostracion

(<!

(

1)=)Sea fe 8% un simbolo de funcidn r-ario; para todos a...,a,;, 3, € A
jAA a,..,3a,,) =2, sii AS | Vg Vo = V[2g..,2, ,,3]

sit A% |= ¢f[ag- 3., 2] (donde ¢ Cesel definiens de f en &)

siiA |= ¢[ap.-.2., 2] (lema 2.2.1))

implica B |= &5[b(2y).- h(a.), h(a)] (lema 22.3.)

il BA |= (b (5., Ba)] (ema 223

$ii B™ |= fvge v,y = V,[R(3y),-.. h(a,,), h(a,)] (por ¢_f definiens de f)
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sii *A(h ()., h(a, ) = h(a,) (por df ).

Luego, recapitulando la cadena de implicaciones, tenemos:

f‘XLA(.N, a,)=a = J (3, h(a.)) = h(a); por lo cual:
h(F AN 2,)) = FPAD(a), (a,)-

}ASea Ce SAIS un simbolo de constante: para todo a, e A:
a, sii Abl=c = v,[a,]

sii AA = ¢.[2y] (donde ¢, es el definiens de ¢ en §)

suA = ¢.[a,] (lema 2.2.1.)
jca B | = ¢ [h(a,)] (lema 2.2.3.)

si B F ¢[h(ay)] (lema 2.2.1.)

sii BA |= ¢ = v,[h(a,)] (por &, definiens de )

sii B4 = h(ay) (por df 1.

Luego, recomponiendo la cadena de implicaciones:
= a, =» ¢"2 = h(a,); por lo cual:

h(cr) = B4

4.3. Teorema de preservacién de subestructuras

4.3.1. Definicién

Sea S un tipo de similaridad cualquiera; I, una S-teorfa; S’ una exten-

sién de S. Decimos que &, es una definicién clemental de s e §'/S en T sii

8, es una definicién de s en I' y el definiens ¢, de s en §, es una S-f6rmula
abierta (sin cuantificadores).

4.3.2. Teorema (Naishtat)

Sean A, B dos S-estructuras que son modelos de una S-teorfa I'; sea S’
una extension del conjunto de simbolos S tal que para todo nuevo sfmbo-

los e S'/S existe exactamente una S-definicién en I' que estd en A (nota-

da §) y que es una S-de E.IUCJOI] elemental de s en T (notamos ¢, al defi-
BA

B (que satisfacen A). Lucgo se cumple:

A C Bsii AY c BA

Demostracién

(+)!

(=)

las respectivas S’-expansiones de Beth de A,
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Probamos que AAcs S’-subestructura de BA, para ello bastard contro-
lar los S’-sfmbolos que no estdn en S, ya que, de manera trivial, Abes s-

subestructura de BA.

1) Sea Re S'/S un sfmbolo de relacion r-ario:

Para todos a,.., a_, e A:

R a,,..,a_) sii AD |= Ry,,..., v_ [ag.m,

ar-l] (Tarsk1)

sii A% |= g2, 2c1] (df ¢e)

Sii A |= dr[@s:s Ar1] (lema 2.2.1]

sii B }= ér[20,..., 2c1] (lema supra 2.2.4.]
sii BY |= ¢r[as,..., ar.] (lema 2.2.1]

sii BA RVo,..., Vea[o,..., ac] (df dw)

sii R®%(a,..., ar. 0. (Tarski)

2) Sea f € 8'/S un sfmbolo de funcién-r-ario:

Paratodoa,..,2a,, 3, e A:

£y 2,0) = 2,511 A% = F Vo Ve = V2 2,2 (Tarski)

Sii A *_ ¢f[3-0, y Ay, ar)

(df of)

sii A = df[20,--., ar1. 2] (tema 2.2.1.]
sii B |= &f(a0,.w, ar1 ac) (lema 2.2.4.)
sii B2 = $f (a0, 2,1, 2) (lema22.1.)
sii B® |= fvo,..,, Vet = v [a df &f)

sii f A(aa, a,1)=a,=f

3)Seace $’/Sun sfmbolo de constante:

3g,...y 8r-1) (Tarski)

Para todo

CAZ = do 5121lo Ai |- c = vo[ay (Tarski)

sii A% = gefac] (df o)

sii A |= ¢cfag) (lema 2.2.1.)

Sii B l— AED (lema supra 2.2.4.)
sii B2 = ¢e[20] (lema 2.2.1))
siiBAj=c = = wfad (f &)
siicP=a,= ¢ (Tarski)

(con lo cual queda demostrado que A% es una S™subestructura de BA).
4.3.3, El teorema 4.3.2. no se cumple para definiciones cualesquiera

Damos el siguiente contracjemplo:
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(i) S =4 {s} (donde s es un sfmbolo de funcién de grado 1 que tlama-

remos “sucesor”).
(ii) Construimos en el tipo de similaridad S 12 teorfa I’ que cuenta con

la siguiente lista infinita de axiomas:

1) s es funcién inyectiva:
T1) (vp V)8V, = sV, > v, = V).

2) Inexistencia de ciclos: para todo ne N agregamos un axioma:
(T2)s (Vo) ~(s"Vo = Vo). (donde s"x =y s...8x) (n-veces)

3) Existencia de un dnico elemento que no es sucesor de elemento al-
£uno:

(T3) Ev)(v)(~(vo = sv) & (W)(=(Vp = V) = (Evy) (v, = svp))).

Sea ¢y(v,) ta siguiente S-férmula (con v, variable libre):

$o =4 (V) ~(Vp = V).

Es inmediato que T' | (E='v,)dy(v,); luego, la siguiente sentencia §, es
una S-definicién de Oen I

Bo =ar (Vo)(0 = vo < o(Vo)).

Asimismo definimos A =, {5,}.

Ahora blen las siguientes estructuras son modelos de I['; A =, (N )
s ) (dondc Nesel conjunto de los enteros naturales estrictamente posi-
tivos, y sV : N —» Nesla funcxén “sucesor” en N'; esto es, para todo x e
Nis™ (x) =yx+1)yB —*(N s )

Es obvio que: A = ¢,[1"] y que B |= ¢, [0"].

Asimismo, por lema 3.3, existen expansiones AA, BA, de Ay B respec-
tivamente, que son expansiones de Beth al lenguaje §* = S U {0} y tales
que:
(i) 0BA = oN

(i) 0=

Por lo tanto AA no es subestructura de BA sin embargo A C B.

La raz6n de la “falla” reside naturalmente eén que la definicién de Beth de 0
en I involucra al cuantificador universal; esto hace que lo que vemos como “ce-
ro” en el modelo chico no coincide necesariamente con jo que vermnaos como “ce-
ro” en el modelo grande.

5. Dos resuliados de Ebbinghaus para expansiones de Beth

A continuacién mencionamos dos resultados de Ebbinghaus (Ebbing-
haus, 1984) para expansiones de Beth (véanse demostraciones en op. cit.,
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cap. VIII). Estos resultados son un puente para la restriccién sin pérdida
de generalidad de toda S-estructura a una S-estructura relacional, lo cual
permite la demostracién del teorema de Fraissé."

5.1. Teorema (Ebbinghaus, 1984): Sea S C SAy I' una S-teorfa. Sea A
un copjunto de S-definiciones en I', una para cada simbolo de sAs. Lue-
g0, para cada sA f6rmuta (Ve V,.p) EXiStE una S-férmula ¢ (Vy,..., v,.,)
tal que:
(iZDada una S-estructura A ET' Y 85,2, € A’A
A® |=¢[ag.., 8, sil A = ¢ [a,..., a,,) (donde A™ es la expansién de
Beth de A). .

(HTUA [=(d <)

" 5.2. Corolario: A es elementalmente equivalente a B sii A% es elemen-
lalmente equivalente a BA?
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CONICET

' El teorema de Fraissé (Fraiss¢, 1955) provee una caracterizacién algebraica de la
equivalencia elemental en términos de isomorfismos parciales; sin embargo, este resultado
opers ¢xclusivamente con estructuras relacionsles (y de Gnitos sfmbolos de relacién), por o
cual es necesario up lema que permita eliminar sin pérdida de generslidad los sfmbolos de
funci6n. Pero éste, precisamente, es uno de 10s aleances del teorema 5.1

z Dadas doe S-eatructuras A, B, decimos que A es elementabmente equivalente a B sii para
toda s-sentencia - A |= g st B |=0.
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ABSTRACT

In this paper we present three results conceming the use of Lthe so-called Beth-definable
symbols in 3 first-order Lheory. A Beth-definable symbol for s given theory T is just an addi-
Lional (non logic) symbol which is definable in T in the weak sense that we bave an explicit
de@nition which satisfies Beth's conventions given in (Beth, 1953). More precisely we prove
that homeomorphism, isomorphism and submodel are preserved under certain restriclions
when we shift from the models of T to Iheir respective Beth-expansions in the Janguage with
the additional symbols. It is remarkable Lhat in cases where the definiezns does not salis€r cer-
Lain syntactical conditions neither submodel nor homeomorphism are preserved by the Beth
expansion models. At the end of the paper we show a Irivial counterexample concerning two
panticular models of the “successor first-order theory™.



