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1. Introducci6n 
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El prop6sito de este estudio es proponer tres resultados sobre exlen­
siones por definiciones en un lenguaje de primer orden. La noci6n de ex­
tensi6n de un lenguaje por definiciones estA basada ell la idea de defini­
cion exp/(cila de Beth (Beth, 1953) Y codifica aqueUas ampliaciones en las 
panes no l6gicas de un lenguaje que no aumentan su poder expresivo. 
Los nuevos shnbolos, cuando estAn mediados por definiciones expHcitas 
en ttrminos de los slmbolos primitiv~s, reciben el nombre de abreviatu­
ras. 

Vistas desde el 4lgebra, las abreviaturas corresponden al siguiente pro­
ceso: cualquier tratamiento algebraico medianamente complejo de una 
estructura matem4tica, tr4tese de un grupo, de un anillo, de un cuerpo, 
de un 4lgebra, etc., nos Ueva r4pidamente a definir, a partir de las relacio­
nes, operaciones y constantes primitivas, una serie de nuevas relaciones, 
operaciones y constantes que permiten una mejor codificaci6n de las es­
trucluras matem4ticas bajo estudio. Pero estas nuevas categorlas, toda 
vez que hayan sido generadas como genuinas abreviaturas, no deben im­
portar modificaci6n alguna de la estructura original ni de sus categorlas 
Msicas. 

Por ejemplo, si consideramos un grupo, supongamos Gr = (G, +, 0), 
cuyas categorlas primitivas son la operaci6n di4dica + ("suma"), y la 
constanle 0 ("cero"), advertimos que las propiedades de grupo de la suma 
y el cero nos permiten definir una nueva funci6n z = inv(x) (por "inver­
so") y una nueva operaci6n z = x -w (por "diferencia") en ttrminos de la 
suma y la identidad; definimos inv(x) = z por la ecuaci6n x + z = 0, la 
cual ecuaci6n, se demuestra en teorla de grupos, tiene una ralz iinica en z 
dependiente de X; y definimos z = x - w como equivalente a z = x + 
inv(w). 

Uno no atribuye a estos nuevos operadores otra cualidad que no sea la 
de meras "abreviaturas", cuya funci6n se limita a un papel heurlstico de 
codificaci6n y ordenamiento expositivos, y que de manera alguna nos 
echa fuera del marco de la estructura primitiva. Procesos de esta natura­
leza se dan cuando definimos el conjunto vac{o en teoria de conjuntos, la 
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operaciOn de exponenciacion en aritmtlica de primer orden, la relaciOn 
de orden estricto en leorla del orden amplio (0 viceversa), etc. 

Ahora bien, si pasamos del plano del ~Igebra al plano de la IOgica, es­
tas ampliaciones pueden formalizarse para una teorla T como un tipo de 
extensiones de su alfabelO no IOgico S, acompafiadas por una serie de 
cl~usulas definicionales (las c1~usulas de Beth), que garantizan un camino 
de ida y vuelta entre los modelos de la teoria en el lenguaje chico y sus 
respectivas expansiones en ellenguaje ampliado. 

Por ejemplo, retomando la teoria r de los grupos, el proceso descrilO 
m~s arriba corresponde a la extensiOn del alfabeto S = (+, O} a un 
alfabeto S' = {+, - , inv, O}. Decir que los nuevos simbolos de S'IS son S­
abreviaturas quiere decir que tenemos S-fOrmulas de primer orden que 
juegan el papel de dejiniens para estos nuevos simbolos. En este caso con­
creto, el dejiniens de inv(x) es: x + z '" 0 y la S-definiciOn de inv(x) en el 
nuevo lenguaje es: 

<P.~ =" (x, z)(z '" inv(x) - x + z '" 0). 

<P.~ es una S-definiciOn de inv(x) en la teoria r precisamente porque 

r 1= (x)(Ez) (x + z '" 0 & (y) (x + y '" 0 ~ z '" y)), 

eslO es, porque la teoria de grupos garantiza que la ecuaciOn x + z = 0 
tiene una unica ralz en z que depende de x. 

Un resultado de este planteo es que para todo grupo A 1= r existe una 
unica expansiOn A' al lenguaje S' tal que A' 1= <f>~. 

Este ultimo resultado puede generalizarse para cualquier proceso de 
extensiOn por abreviaturas; es decir, si T es una teoria cualquiera en el 
lenguaje S, S' una extensiOn de S, y A un conjunto de cl~usulas definicio­
nales para los nuevos simbolos, enlOnces, dado cualquier modele 

n 1= T, existe una unica expansiOn B' de B allenguaje S' tal que: 

B' 1= tJ. (Ebbinghaus, 1984). 

Proponemos lIamar expansion de Beth a esta expansiOn B' del modelo 
B. Los tres resultados que proponemos m~s abajo tienen todos la caracte­
ristica de establecer ciertas relaciones de preservaciOn (preservaciOn de 
isomorfismo, de homomorfismo y de subestructura) entre los modelos de 
una teorla Ty sus expansiones de Beth. 
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EI tratamiento sem~ntico-formal de las abreviaturas fue primero reali­
zado por Beth en 1953 en ttrminos de deftnici6n exp/{cita (veanse Beth, 
1953 y Chang y Keisler, 1973). y se encuentra condensado por Ebbing­
haus, Flum y Thomas en su trabajo de 1984 (Ebbinghaus, 1984). La ven­
taja de este tipo de enfoque reside en que uno puede establecer una serie 
de correspondencias entre las estructuras originales y sus respectivas ex­
pansiones de Beth que permiten trabajar de manera elegante y rigurosa 
con las abreviaturas. Por ejemplo, Ebbinghaus demuestra que si dos mo­
delos A, B son elementalmente equivalentes (en el lenguaje chico), cn­
tonces sus expansiones de Beth A', B' a un lenguaje ampHado por abrevia­
turas, son, en este nuevo lenguaje, elementalmente equivalentes. 

Nuestro prop6sito a continuaci6n es relOmar la caracterizaci6n de 
Beth y agregarle tres resultados nuevos de preservaci6n, 0 que al menos 
no figuran entre los teoremas mencionados en Chang y Keisler (1973), ni 
en Ebbinghaus (1984). 

Nuestro primer resultado establecc que: 

(1) Todo isomorftsmo en/re dos modelos A, B de IIna teorla Tse presen'lI 
parn sus expans;ones A ~ B'respeClo de un nuevo conjLtnto S' de sfmbolos n 
condicion de que A '. B'sean expnnsiones de Beth. 

Retomando el ejemplo de los grupos, (1) implica que si h es un iso­
morfismo entre dos grupos (G" + ,,0,) y (G" +" OJ, entonces h tambit n 
es un isomorfismo entre las estructuras (G" +" -" inv" 0,) y (G" +" -" 
inv" OJ, que son las respectivas expansiones de G, y G, que satisfacen las 
clAusulas definicion ales de inv y-. 

Nuestro segundo resultado reza que: 

(2) Todo homomorftsmo entre dos modelos A, B de Llna leorla T ell lin 
lenguaje funcional (qlle no contielll! slmbolo de re/aci6n algllno [II era de III 
identidnd) se preserva pam sus exp{lnsiones de Befit A', B' nllengllaje anJ­
pliado (tambitJn [Llncional) a condici6n de qlle todo slmbolo ntle"o de [un­
cion y de constnnre ndnzita un definicns "posirivo '/ (sin cunntijicadores y sin 
otras coneeri,'as que la conjLlnci6n y/o la disyunci6n) en la definici6n de 
Beth que Ie corresponda. 

Nuestro tercer resultado establece que: 

(3) Si A, B son S-e.Hl11ctLlras qlll! son modelos de IIlIaleorla T y tales qlle 
A es S-subestl11erura de B, y si S ' es UlIlI I!rtell.l'i611 delll'ngllaje S tal que P"('{/ 
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lodo sfmbolo de S '/S exisle en S' una deftnici6n "eLemental" (cuyo definiens 
es una S-f6rmula sin cllantijicadoresj, eillonces las expansiones respeclivas 
de Belh de A y de B allengllnje S ', pongamos, A', B : son lales que A' es 
S '-subesfrucfura de B~ 

Tomando nucvamen te el ejemplo de los grupos. (3) impliell que si (G" 
+ " 0.) es subgrupo de (G,. + ,. 0,). entonees (G •• + l' - • • inv •• 0.) es subes­
tTuctura tic (°21 + 21 -2' invlI OJ. 

Aunque eslos tres resul tados no scan en modo algunu lIama tivos 0 
sorprendentes. ya que en la expectativa de 10 que uno espera de un con­
junto entran definieiones en el sentido de Beth. los mismos nos pcrmiten 
generalizar de manera clegante en terminos de teoria de modelos algo in ­
herente a 13 actividad algebraica ordinaria. 

A continuaei6n. luego de preeisa r la notaei6n y de meneionar los re­
sultados 16gicos generales que presuponemos (pu nto 2), presentamos el 
tern a especifieo de las definieiones y expansiones de Beth (puntO 3) y de­
sa rrollamos los tres resultados precitados (punto 4). Finalmente. el tra­
bajo concluyc <.:on 13 mendon de ot ros resultados Iigados con estc lema 
(punto 5). 

2. I'recisioncs de nutaci6" y resliliudos ... gicos presul)Uestos 

2.1. IJrecisiones de notncion 

2.1.1. Notamos las variables (de individuo) de un lenguaje de primer 
orden vo .... , vr. !' vr""; dado un t~rmino 1 nalamos var(t) al conjunto de las 
variables que figur.n en t. y dada una f6rmula <I> de primer orden. nota­
mos Iib(<I».1 conjunto de las variables libres de <1>. 

2.1.2. Reservamos las let ras S, S'. S" para denotar la similaridnd de un 
Icnguaje de primer ordcn, CSIO cs, los conjun tos de sfmbolos nu logicos 
de cada lenguaje de primer orden (cada tipo de sim ilaridad S contiene a 
10 sumo Ires calegorias de simbolos. CSIO CS , de relaci6n. de fu nci6n y de 
conslanle). Liamamos S-u!rmino (resp. S-f6rl1lula) a todo lermino de pri­
mer orden (resp. a toda f6rmula de primer orden) formado(a) por las re­
glas de buena formaei6n a partir del alfabelo de similaridad S. 

2.1.3. Si fe S es un simbolo de funci6n r-ario. y I ••...• I, .• son S-Iermi­
nos. notamos fIQ •...• I, .• al S-Icrmino formado a partir de f con los S-Icr­
minos tv.··· , trot" 
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2.1.4. Si ReS es un simbolo de relaci6n r-ario, y I ..... , I,., son S-Iermi-

nos, notamos RI ..... , I,., a la-S-f6rmula al6mica formada a partir de R con 

los S-Ierminos I ..... , t,.1" 

2.1.5. Llamamos T ' al conjunto de los S-terminos de primer orden y L' al 
conjunto de las S-f6rmulas de primer orden; asimismo definimos 1", =" {t e 

1" / var(t) c {v ..... , v",}} ydefinimos L' , =" {cj>e L'/lib(cj» C {v ..... , v,)}. 

2.1.6. Si Ie 1", notamos I '7 t(v ..... , v,.,); si cj>e L' , nolarnos cj> = cj>(v ..... , 

v,..). 

2.1.7. NOlarnos cj>(y/x) al resullado de suslituir todas las apariciones Ii­

bres de x en cj> por y (para x, y, variables de individuo) . 

2.1.8. Notamos (E=\:) cj>(x) a la f6rmula (Ex)(cj>(x) & (y)cj> (y/x) - y '" x» . 

2.1.9. Reservamos las lelras A, B, elc. , en negrila, para designar S-es­
lrucluras de primer orden, y las lelras A, B, elc., para denolar los univer­
sos 0 dorninios respectivos de A, B, elc. Si s es un sirnbolo de S, nolarnos 

SA la inlerpretaci6n de s en la eslructura A. 

2.1.10. Si A es una S-eslruclura, t = I(V ..... , v,.,) y ao"'" a,., e A, nola­
rnos tA[a ..... , a,.,1 el valor de t en la eslructura A para la asignaci6n B(v,) = 

a, (para i = 0, ... , r-1). 

2.1.11. Si A es una S-estructura, cj> = cj>(v ..... , v,.,) y a ..... , a,.,e A, notarnos 
A 1= cj>[3o, .. , a,.J sli"A satisface cj> para la asignaci6n B(vJ = a, (para i=O, ... , [­

I). 

2.1.12. Si A es una S-estruclura y S C S', llamarnos S'-expansi6n de A a 

toda S' -eslruClura B lal que: 
(i) A = B 
(ii) Para todo s e S, SA = so. 

2.1.13. Si B es una S' -expansi6n de A, decimos que A es el S-reducto de B. 

2.1.14. Sean A, B dos S-estrucluras y h: A -B una funci6n biyectiva; 
decimos que h es un isomorfismo de A en B (notaci6n h: A = B) si Y s610 

si : 
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(i) Para todo ReS que sea un slmbolo de relaci6n r-ario y para todos 
a ...... a,., e A. RA(a ...... a,.,) sii RB(h(a,) •...• h(a,.,)). 

(ii) Para todo f e S que sea un slmbolo de funci6n r-ario. para todos 
ao •. ..• a,., e A: h(fA(a ...... a,.,)) = fB(h(a,) •...• b(a,.,)). 

(iii) Para todo c e S que sea un slmbolo de constante h(cA) = cB 

2.1.15. Llamamos estructura funcional a toda S-estructura tal que S ,. I2l 
y S s610 contiene slmbolos de funci6n y/o constante. 

2.1.16. Un homomorfismo h entre dos S-estructuras funcionales (nota­
ci6n: h: A ..... B) es una funci6n h: A ..... B (no necesariamente biyectiva) tal 
que: 

(i) Para todo f e S que sea un slmbolo de funci6n r-ario y para todos 
A B a ...... a,., e A, h(f (a ...... a,.,)) = f (h(a,) •...• h(a,.,)). 

(ii) Para todo c E S que sea un slmbolo de constante. h(~) = co. 

2.1.17. Sean A, B dos S-estructuras; decirnos que A es una S-subestruc­
tura de B (y notamos A C B) sii: 

(i) Para todo Re S que sea un slmbolo de relaci6n r-ario y para todos 
ao •...• a,., eA. RA(a ...... a,.,) sii RB(a ...... a,.,). 

(ii) Para todo f e S que sea un slmbolo de funci6n r-ario y para todos 
a ...... a,." a, e A, fA(a ...... a,.,) = fB(a ...... a,.,). 

(iii) Para todo c e S que sea un slmbolo de constante ~ = CB. 

2.1.18. Decirnos que f es una S-teoria si f es un conjunto de S-senten­
cias cerrado por la relaci6n de consecuencia 16gica. 

2.1.19. Sea f una S-teorla y B una S-estructura que es modelo de f; de­
cimos que una S-estructura A es f-S-submodelo de B sii: 

(i) A es S-subestructura de B. 
(ii) A 1= f . 

2.2. Resultados 16gicos presupuestos 

2.2.1. Lema del reducto 
Sea A una S-estructura; Sc S'; A' una S'-expansi6n de A; y a ...... a,., e A 

Luego se cumple: 
(i) Para todo teT '~ tA[a ...... ao,l = tA·[a ...... a,.,l. 
(ii) Para toda <I> e L',. A F <I>[a ...... a,.J sii A' 1= <I>[a ...... a,.J. 
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2.2.2. Lema del isomorfismo 
Sean A, B dos S-estructuras .tales que h: A == B; luego se cumple: 
(i) Para lodO: a?/j'" a,., ~ A Y para lodo S-ttrmino I = t(v ..... , v, . .), 

h(rA[ao, ... , a,.,)) - I [h(a.), ... , h(a~,)J. 
(ii) Para lodos a ..... , a,., E Ay para lada S-f6rmula cj>=cj> (v ..... , v,.,) 

A 1= cj>[ao, ... , a,.,] sii B 1= cj>[h(a.), ... , h(a,.,)]. 
(iii) Para lada senlencia cj> E L' .. A 1= cj> sii B 1= cj>. 

2.2.3. Lema del homomorfismo 
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Sean A, B dos S-estrucluras funcionales tales que exisle un homomor-
fismo h: A -+ B; luego se cumple: 

(i) fara lodos a ..... 'l,.' E Ay para lodo S-ttrmino I = I(V ..... , v, . .) 
h(t [a ..... , a,J) = I [h(a,,), ... , h(a, . .)]. 
(ii) Para loda S-f6rmula cj>=cj>(v ..... , v, . .) sin cuanlificadores y posiliva 

(sin otras conectivas que la conjunci6n y/o la disyunci6n) se cum pIe: 
Para lodos a ..... , a,., E A, 

si A 1= <I>[a ..... , a,.,], entonces B 1= cj>[h(ao), ... , h(a,.,)]. 

2.2.4. Lema de /a subestruclUra 
Sean A, B tales que A es S-subestruclura de B. Luego se cumple que: 

A (i) Para lodo f'trminO t(v ..... , v, . .) y para lodos a ..... , a,.; E A, 
I [a ..... , a,.,] = I [ao, ... , a,,]. 

(ii) Para loda S-f6rmula abierta cj>(v ..... , v,.,) (sin cuantificadores) y pa­
ra todos 30"' " 3 r•1 e A: 

A 1== cj>[a ..... , a,.,1 sii B 1= cj>[a ..... , a,.J. 
(iii) Para lada <I> que sea una S-senlencia universal (de tipo (v ..... , v, . .)'I' 

donde 'I' es una S-f6rmula abierta), si B 1= cj>, enlonces A 1= cj>. 
(iv) Para lada cj> que sea una S-senlencia exislencial (de tipo (Ev ..... , v,.,)'I' 

donde 'I' es una S-f6rmuJa abierta), si A 1= cj>, enlonces B 1= <1>. 

Ahora estamos en condiciones de exponer los conceptos y propiedades 
que conciemen espec[ficamenle a esle Irabajo. 

3. Extensl6n por denniciones y expansi6n de Beth de un modelo 

3.t. Ser una S-dennici6o (expJicita) de un S'-simbolo en una S-teoria f 

Sea f un conjunlo de S-sentencias (f C L',,), a conlinuaci6n definimos 
qut significa dar una S-dejiniciOn en f para un S' -slmbolo que no pertenece a 
S. Esle conceplo pertenece a Beth (Belh, 1953) Y esl3 desarroUado por 
Chang y Keisler (1973, pp. 87-88) Y por Ebbinghaus (1984, cap. VIII). 



74 FRANCISCO NAiSHTAT 

(a) Sea R un slmbolo de relaei6n r-aria que no pertenece as y <I>..(v ..... . 
v,.,) una S-f6rmula. Luego. la senteneia (v ...... v,.,)(Rv ...... v,., ... <I>..(v ..... . 
v,.,» es una S-definiei6n de R en r. Diremos asimismo que <I>.. es el S-de­
finiens de R. 

(b) Sea f un slmbolo de funci6n r-aria que no penenece as y 4>f(vo" " v,.,. 
v,) una S-f6rmula. Luego. la sentencia (v ...... v,.,. v,)(fv ...... v,., ,. v, ... 4>j 
(v ..... v,.,. v,» es una S-d~finiei6n de fen r sii r 1= (v ...... v,.J(E=\) 
4>j(v ...... v,.,. v,) (condici6n existencial 4>f). Diremos asimismo que 4>j es 
el S-definiens de cp. 

(e) Sea e un slmbolo de constante que no pertenece as y 4>,(vol una S-
f6rmula. Luego. la senteneia 

(vol(e ,. Vo ... 4>,(vol) es una S-definiei6n de e en r sii 
r 1= (E=lvol4>,(vo) (condiei6n existencial 4>ol: 
Diremos asimismo que 4>, es el S-definiens de c. 

3.2. Ejemplos 

(a) En teorla de conjuntos ZFE definimos la constante con junto vado 
(notaei6n 0) por la siguiente sentencia: 

(vol(0 ~ vo ... (v,)~(v, E vol). Esla sentencia es una {E }-definiei6n 
en ZFE porque ZFE 1= (E=lvol(vJ ~(v,Evol. 

(b) En teo ria del orden estricto definimos una relaei6n de orden am- . 
plio por la siguiente sentencia: . 

(v .. v,)(vo :S v, .... (vo < v, v Vo ,. v,». Esta sentencia es una {<}-defini­
ei6n en teorla del orden estrieto. 

(e) En teorla de grupos G definimos la funei6n inverso (nOlaei6n 
inv(x» por la siguiente senteneia: 

(v .. v,)(inv(vol .. v, ... Vo + v, .. 0). Esta senteneia es una {+. O}-defi­
niei6n en la teorla G porque G 1= (v.)(E=lv,)(v. + v, ,. 0). 

3.3. Expansi6n de Beth de un modelo 

Lema 3.3, (Ebbinghaus. 1984): Sea r un eonjunto de S-senteneias y 
S C Sd, Sup6ngase que para cada slmbolo de SdlS hay una S-definiei6n 
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en r y Uamemos I:. a un subconjunto de S-definiciones en r tal que para 
cada s e SI:./S existe exactamente una S-definici6n en 1:.. Luego. !lara toda 
S-estructura A tal que A 1= r existe una unica SI:.-expansi6n At:. tal que 
AI:. 1=1:. (Uamamos expansi6n de Beth de A a la estructura A~. 

Demostraci6n 

1) Existencia 

Definimos A I:. del siguiente modo; 
(i) AI:. = A 
(ii) Para todo s!mbolo Se S. sAl!.. = SA. 

(iii) Sea Re SI:./S un s!mbolo de relaci6n r-ario. Por hip6tesis existe 
una unica S-f6rmula <!>R(v ...... V,.I) tal que la definici6n (v ...... V'.I)(RV ...... 
\l,,f<!>R(v ...... v~!)) esta en 1:.. Luego. definimos: para todos a ...... a,.,e A, 
R (a ...... a,.,) Slid( A 1= <!>R[a ...... a,.,]. 

(iv) Sea f e SI:./S un simbolo de funci6n r-ario. Por hip6lesis existe una 
unica S-f6rmula <f>t(v ...... v,." v,) tal que la defmici6n (v ...... v',. v,)(f v ...... V,.I '" 
v, -<I>f(v ...... v,,, v,» esta en 1:.. Luego. definimos: para todos a ...... a,." a, 

eA. 
fAt:. (a ...... a,,) = a, siid( A 1= <l>f[a ...... a,." a,). (t) 

Puesto que r 1= (v ...... v,.')(E=\) cf>:f{v ...... v,,, v,) (dfsupra 3.Ib) y que por 
hip6tesis A 1= r. tenemos que para todos a.,. ..• a.., e A exisle un unico a. e A 
tal que A 1= cf>f~ ...• a", a,). Por tanto la definici6n dada en (t) define una fun­
ci6n r -aria en A = A 

(v) Sea C e SI:./S un s!mbolo de constanle. Por hip6tesis exisle una uni­
ca S-f6rmula <I>,(vol tal que la definici6n (vol(c '" v. - <I>,(vol) esta en 1:. . 
Luego. defmimos: para todo a. e A, ~ = a. siid! A 1= <I>,[a.). (tt) 

Puesto que r 1= (E=lvolcf>Cvol (df supra 3. Ic) y que por hip6tesis A 1= r. 
tenemos que existe un "nico a. lal que A 1= <I>,[a.). En consecuencia. la 
definici6n dada en (tt) define la interpretaci6n de una constante. 

Tenemo~ entonces definida una expansi6n AI:. de A allenguaje SI:.. Es 
obvio. por construcci6n. que AI:. 1= 1:.. 

2) Unicidad 

Sea A' una SI:.-expansi6n de A lal que A' 1= 1:. . Para ver que A' = AI:. 
basta comprobar que ambas inlerprelaciones coinciden en los (sl:./S)­
s!mbolos: 
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(i) Sea Re S'1s un slmbolo de relaci6n r-ario: 
Por A t. 1= t. y A' 1= t.. tenemos: 
AAI=(v ...... v,.,)(Rv ...... v., - cp..(v ...... v,.,» y 
A 1= (v ...... v, . .)(Rv ...... v,., - cp..(~"li': ' v,.,» . . 
Luego. para todos a ...... a,., e A, R"\a ...... a,.,) sii RA (a ...... a,.,). 
(ii) Sea fe St.;S un slmbolo de funci6n r-ario: 
Por A t. 1= t. y A' 1= t. . tenemos: 

t. A 1= (v ...... v,." v,)(fv ...... v,., iii v, - <Pf(v ...... v,.,. v,» y 
A' 1= (v ...... v,." v,)(fv ...... v,., '" v, - <Pf(v ...... v,." v,). 
Luego, para todos a ...... a,_,. eA, . 
fAt. (a ...... a,.,1. = a, sii fA (a ...... a,.,) = a, sii fAt. = fA. 
(iii) Sea Ce S 'IS una constante: 
Por At. 1= t. Y A' 1= t.. tenemos: 
At. 1= (v.)(c '= v. _ <P, (v.» y 
A' 1= (v.)(c .. v. _ <P, (v.». 
Por tanto, para todo a. e A, ~ = a. sii ~. = a. sii cAt. = ~'. 

Con la demostraci6n de 3.3. queda asentado el concepto de expansi6n 
de Beth en torno del cual se articulan los tres teoremas que proponemos 
en el punto siguiente. 

4. Tres teoremas de preservacl6n para expansiones de Beth 

4.1. Teorema de preservaci6n de isomorfismos 

Este teorema (que es un corolario que yo agrego a los resultados en 
abreviaturas de Ebbinghaus (vtase Ebbinghaus. 1984. cap. VIII) per­
mite asumir que dos expansiones de Beth a un conjunto de nuevos 
slmbolos son isom6rficas en ellenguaje ampliado toda vez que se sepa 
que sus respectivos reductos en el lenguaje chico son isom6rficos. 
En la pnictica esto significa que si se demuestra. supongamos, que 
dos grupos A, B son hisom6rficos, entonces (teorema 4.1. mediante) 
podemos asumir que las (+ . -. in v, O}-expansiones respectivas de A y 
de B que satisfacen las S-definiciones de "- " y de "inv" en G son h-iso­
m6rficas. Todo 10 cual quiere decir que podnl admitirse que para to­
dos 3 .. 3, e A: 
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Teorerna (Naishtat): Sea r una S-teor(a; A, B 1= r; S4 una eXlensi6n de 
S; 4 un conjunto de S-definiciones para todos los s(rnbolos de sl>ts en ~ 
(tal que gara todo 5 e S4;S exista exactamente una definici6n en 4), y A , 
B4 las S cexpansiones de Beth de A y B respectivamente. Luego: 

h: A =B siys6lo si h:A4 =B4. 

Dernosrracwn 

A: 

(_) IEs el sentido trivial! 
(=0) 
1) Sea Re S4;S un s(mbolo de relaci6n r-ario: para todos a ..... , a,., e A: 
~~ ..... , a,.,) sii A4 'F.Rv ..... , v,.,[a" ... , a,.,] (t) (definici6n de Tarski) 
511 A 1= 4>,.[a ..... , a.J ( ) 
(donde 4>,. es la L',-f6rmula que es el dejiniens de R, es decir, tal que la 
sentencia (v ..... , v,.,)(Rv ..... , v,., ... 4>,.(v ..... , v,.,» e 4; luego (.) provie­
ne de (t) y de A4 'F 4) 
sii A 'F 4>.[a ..... , a,.J 
(por ser 4>,. una S-f6rmula yAel S-reducto de A4 [lema supra 2.2.1.]) 
sii B 'F 4>,.[b(a,), ... , h(a.,)] 
(por h: A = B Y lema supra 2.2.3.) 
sii B4 'F 4>,.[h(a,), ... , h(a,.,)] 
(por ser 4>,. una S-f6rmula y B el S-reducto de B4 [lema supra 2.2.1.]) 
sii B4 F. Rv ..... , v,.,[b(a.), ... , h(a,.,)] 
(por Bl1 l=4) 
sii R·~h(a,), ... , h(a,.,). 

2) Sea fe S4;S un s(mbolo de funci6n r-ario: para todos a ..... , a,.,. a, e 

f~a ..... , a.,) = a, sii A4 1= ft ... ·., v,., .. v,[a ..... , a,.,. a,] (tt) 
(~efiRici6n de Tarski 1=) •• 
Sll A 1= 4>j[a ..... , a,." a,] () 
(donde 4>£ es la L',.,-f6rmula que es el dejiniens de ~ es decir, tal que 
la sentencia 
(vO" '" vr_l' vr)(fvfp • •• , vr_1 - vr - 4>f{VOf"" vr_}' vr» e d; luego ( •• ) pro· 
viene de (tt) y de A4 F 4) 
sii A 'F 4>j[a ..... , a,.,. a,] 
(por ser 4>f una S-f6rmula yAel S-reducto de A4 [lema 2.2.1.]) 
sii B 'F 4>j[h(a,), ... , h(a.,), h(a,)] 
(por h: A - B Y lema supra 2.2.2.) 
sii B4 1= 4>f[h(a,), ... , h(a.,), h(a,)] 
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(p'0r ge~ <l>j una S-f6~mula y B el S-redueto de Bt. [lema 2.2.1.1) 
Sll B 1- f v ...... v,., = v,[h(ao).···. h(a,. ,). h(a,)] 
(por B~ 1= t.) 
sii fD~h(a.) •.. .• h(a,.,» = h(a,) 
(por defm,ici6n Tarski I=') 
sii f8~h(a'1"'" h(a,.,» = h(fA(a ...... a,.,» 
(por a, = f (a"' ...• a,.,». 

3) Sea e E St.1S un s!mbolo de constante. 
~ = ao sii At. 1= e .. vo[aol (ttt) 
(definici6n Tarski de 1=) 
sii At. 1= <l>olao] (""") 
(donde <1>, es la L\-f6rmula que es el definiens de e. es decir. tal que la 
senteneia (v.)(e .. Vo - <I>,(v.» E t.; luego (""") proviene de (ttt) y de 
At.I=t.) 
sii A 1= <1>,[ ao] 
(por ser <1>, una S-f6rmula yAel S-redueto de At. [lema 2.2.1. I) 
sii B 1= <I>,[h(a.)] 
(por ser h: A = B Y teor. supra 2.2.2.) 
sii Bt. I= <l>olh(a.)] 
(por ser <1>, una S-f6rmula y B el S-reduelO de Bt. [lema 2.2.1.]) 
sii Bt. I= e .. v.[h(a.)] 
(por B~ 1= t.) 
sii eDt. = h(a.) 
(definici6n Tarski) . 
sii eDt. = h(e~. 
Lo eual demuestra que h: At. = Bt.. 

4,2, Teorema de preservacl6n de homomorfismos para estructuras 
funclonales 

Este teorema completa de algun modo el resultado 4.1. ya que extien­
de a los homomorfismos. bajo ciertas restricciones concernientes a la ma­
nera de definir los nuevos s!mbolos. la propiedad demostrada en 4.1. para 
los isomorfismos. 

4.2.1. Definicion 

Sea S· una extensi6n de S; r. una teoda en S tal que para cada s!mbolo 
s de S'IS existe una definici6n 5, en r. A continuaei6n definimos para ca­
da s!mbolo s E S'IS 10 que significa que 5, sea una definicion posiIiva en r : 
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(i) Si s es un s(mbolo de relaciOn r-ario R. y 
0, = (v ...... v,.,)(Rv ...... v,., ++ 4>..(v ...... v,.,». 0, es una definiciOn positi­

va de R en r sii el definiens 4>.. es una S-fOrmula abierta (sin cuantificado­
res) y cuyas conectivas son a 10 sumo "&" y 'V. 

(ii) Si s es un s(mbolo de CunciOn r-ario f. y 
of. ('!' ...... v,." v,)(fv ...... v,.," v, ++<I>f( v ...... v,.,. v,». of es una defini­

ci6n positiva de fen r sii el definiens <l>f es una S-fOrmula abierta (sin 
cuantificadores) y cuyas conectivas son a 10 sumo "&" y "v". 

(iii) Si s es una constante c. y 0, = (v,)(c avo ++ <I> ,(v,». 0, es una de­
finiciOn positiva de c en r sii el definiens 41, es una S-fOrmula abierta (sin 
cuantificadores) y cuyas conectivas son a 10 sumo "&" y ''y''. 

Ejemplos: 
1) La definiciOn de inv en teor(a de grupos es positiva ya que es de tipo 

(v .. v,)(inv(v,) ,. v, ++ vo+ v, '" 0). esto es. el definiens 4>,m. que es Vo + V," 
O. satisface la condiciOn 4.2.l.ii. 

2) La definiciOn de 0 en teor(a de conjuntos ZFE no es positiva. ya 
que es de tipo (v,)(0 '" Vo ++(v.) ~(v, e v,». esto es. el definiens <1>0. que 
es (v.) ~(v, e Yo). no satisface la condiciOn 4.2.l.iii. 

4.2.2. Teorema (Naishtat): Sea S un tipo funcional . r una S-teor(a; A, 
B 1= r; Sd una extensi6n de S; d un conjunto de S-definiciones positivas 
de los s(mbolos de Sd;S en r tal que para cada s(mbolo Se Sd;S existe una 
(y s610 una) definiciOn 5, en d; sean Ad. Bd las expansiones de Beth res­
pectivas de A y B (tales que A Fd y Bd I=d). Luego se cumple: 

Para tada CunciOn h: A _ B; h: A _ B sii h: Ad _ Bd (es decir. h define 
un homomorfismo entre los reductos sii define un homomorfismo entre 
las expansiones de Beth). 

Demostraci6n 

(9 d .. 
1) Sea fe S "IS un slrnbolo de funCl6n r-ano; para todos a., ...• a,.,. a, eA: 
fA1l~a ...... a,.,) = a, sii Ad F fv ...... v,., E v,[a., ...• a,.,. a,] 
si~ A I: <l>f[a ...... a,.,. a,] (donde <l>f es el definiens de f en of) 
Sll A 1- 41f[a ...... a,.,. a,] (lema 2.2.[.) 
implica B 1= <l>ffh(ao) •...• h(a,.,). h(a,)] (lema 22.3.) 
sii Bd 1= <l>f[h(a,) •...• h(a,.,). h(a,)] (lema 2.2.3.) 
sii Bd F fv ...... v,., ,. v,[h(ao) •...• h(a,.,). h(a,)] (por <l>f definiens de f) 
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sii fB'\h(a.) •...• b(a,.'» = h(a,) (por df 1=). 
Luego. recapilulando la cadena de implicaciones. tenemos: 
fAb(I!o> ...• a,.J = a, _t~h(a.) •.. .• b(a,.,» = b(a,); por 10 coal: 
h(f~a.. ...• a,.,» = f~(a.) •...• h(a~J). 

2) ~ c e sA,s un s(mbolo de constante: para todo ao e A: 
c"A= a,siiAA 1= c. vola.] 
sii AA 1= cMaoJ (donde 4>, es el definiLns de c en &) 
sii A 1= 4>,[ a,] (lema 2.21.) 
implg:a B 1 = 4>Jh(a.)] (lema 2.2.3.) 
sii B 1= 4>Jh(aol] (lema 2.2.1.) 
sii BA 1= c .. vo[h(a.)] (por 4>, definiLns de c) 
sii cBIl = h(a.) (por df ~. 
Luego. recomJ,rniendo la cadena de implicaciones: 
~ = ao => C jl = h(a.); por 10 cual: 
h(~ =~Il. 

4.3. Teorema de preservacl6n de subestructuras 

4.3.1. Definici6n 

Sea S un tipo de similaridad cualquiera; r. una S-leor(a; S· una exlen­
si6n de S. Decimos que &, es una definici6n elemental de s e S'IS en r sii 
&, es una definici6n de s en r y el definiens 4>, de s en &, es una S-f6rmula 
abierta (sin cuanlificadores). 

4.3.2. Teorema (Naishtat) 
Sean A, B dos S-estructuras que son modelos de una S-teor(a r; sea S· 

una extensi6n del conjunlo de s(mbolos S tal que para lodo nuevo s(mbo-
10 5 e S'IS exisle exactamente una S-definici6n en r que est~ en 11 (nota­
da &J y que es una S-definici6n elemental de s en r (notamos 4>, al deft­
niens de s en &J; sean A A. BA las respectivas S· -expansiones de Belh de A. 
B (que satisfacen 11). Luego se cumple: 

A C B sii All C BIl. 

Demostraci6n 
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Probamos que Alles S'-subestructura de B'\ para ello bastar~ contro­
lar los S· -slmbolos Hue no esun en S. ya que. de manera trivial. All. es S­
subestructura de BIl:. 

1) Sea Re S'IS un slmbolo de relaci6n r-ario: 
Para tOO08 30"'" 3r.1 E A.; 

R:'la ...... a,_J sii All. 1= Rv ...... v,.,[a ...... a,.,) (Tarski) 
Sll A 1= cj>R[3o, ...• a,.,) (df cj>R) 
sii A F cj>R[a ...... a,.,) (lema 2.2.1.) 
sii B 1= cj>R[a ...... a,.,) (lema supra 2.2.4.) 
Sll B 1= cj>R[a ...... a,.>1 (lema 2.2.1.) 
sii Bll. J= Rv ...... v,.,[a ...... a,.,) (df <PR) 
sii RB"(a ...... a,.,). (Tarski) 

2) Sea f e S'IS un slmbolo de funci6n-r-ario: 
Para todo 30"'" 3 roP ar e A: 
i~o ..... a,.,) = a,siiAIlI=fv ...... v,., '" v,[a ...... a,." a,) (Tarski) 
Sll A 1= <Pf[3o, ...• a,." a,) 
sii A 1= <Pf[a ...... a,.1. a,) 
sii B 1= <Pf[a ...... a,.1. a,) 
sii BJiI= <Pf[a ...... a,.,. a,) 
sii Bll.I= tv ...... V,., '" v,[~'X ..• a,." a,) 
sii fBlJ.{a ...... a,.,) = a, = f"ia ...... a,.,) 

3) Sea Ce S'IS un simbolo de constante: 
Para todo ao 1, A: 
cAll = ao sii A 1= c '" vo[ao) 
sii All. 1= eM ao) 
sii A 1= cjk[ ao) 
sii B 1= cjk[ao) 
sii BJiI= cjk[ao) 
sii BIlI= c '" volao) 
sii cBll. = ao = c MJ. 

(df <Pf) 
(lema 2.2.1.) 
(lema 2.2.4.) 
(lema 2.2.1.) 
(df <Pj) 
(Tarski) 

(Tarski) 
(df cjk) 
(lema 2.2.1.) 
(lema supra 2.2.4.) 
(lema 2.2.1.) 
(df cjk) 
(Tarski) 

• 

(con 10 cual queda demostrado que All.t;}; una S'-subestructura de Bll.). 

4.3.3. El (eorema 4.3.2. no se cumple para definiciones cualesquiera 

Damos el siguiente contraejemplo: 
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(i) S =" {s} (donde s es un slmbolo de funci6n de grado 1 que lIama­
remos "sucesor"). 

(ii) Construimos en eltipo de similaridad S la teorla r que cuenta con 
la siguiente lista infinita de axiomas: 

1) s es funci6n inyectiva: 
(rt) (v .. vl)(SVO '" sVI -+ Vo .. VI)' 

2) Inexistencia de ciclos: para todo n e N agregamos un axioma: 
(n). (vo) ~(s"vo .. Yo). (donde s'x =" s ... sx) (n-veces) 

3) Existencia de un unico elemenlO que no es sucesor de elemento al­
guno: 

(n) (Ev.,)(vJ( ~(vo ,. svJ & (V,) ( ~(vo .. v,) -+ (Ev,) (v, .. sv,»). 

Sea <I>o(v.,) la siguiente S-f6rmula (con Vo variable Iibre): 
<1>0 =" (VI) ~(vo '" sv.). 
Es inmedialO que r ~ (E:'v")<I>o(v.,); luego, la siguiente sentencia 00 es 

una S-definici6n de a en r: 
00 =" (vo)(O .. Vo - cj>o(vo». 

Asimismo definimos 11 =" {oo}. 
Ahora bien, las siguientes estructuras son modelos de r: A =" (N', 

sN') (donde N' es el conjunto de los enteros naturales estrictamente posi­
tivo~, y sN': N -+ N es la funci6n "sucesor" en N'; esto es, para todo x e 

N' N N: s (x) =",x + 1) Y B =:'N(N, s ). 
Es obvio que: A ~ <1>0[1 I y que B ~ <1>0 [ON). 

Asimismo, por lema 3.3., existen expansiones A 11, BI1, de A y B respec­
tivamente, que son expansiones de Beth allenguaje S' = S u {a} y tales 
que: 

(i) oB/; = ON 
(ii)~= IN. 
Por 10 tanto A 11 no es subestructura de BI1 ; sin embargo A C B. 
La raz6n de Ia ''faIIa'' reside naturalmente en que Ia definid6n de Beth de a 

en r involucra al cuantificador universal; eslO haoe que 10 que vemOl como "ae­
ro" en el modelo chiao no coincide necesariamente con 10 que vemOl como "ae­
ro" en el modelo grande. 

5. Dos resultados de Ebbinghaus para expansiones de Beth 

A continuaci6n mencionamos dos resultados de Ebbinghaus (Ebbing­
haus, 1984) para expansiones de Beth (vtanse demostraciones en op. cit., 
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cap. VIII). Estos resultados son un puente para la restricci6n sin ptrdida 
de generalidad de toda S-estruc.tura a una S-estructura relacional. 10 cual 
permite la demostraci6n del teorema de Fralsst.1 

5.1. Teorema (Ebbingbaus. 1984): Sea S C S~ y r una S-teor(a. Sea ~ 
un conjunto de S-definiciones en r. una' para cada sfmbolo de S~IS. LUll-

~ . . 
go. para cada S -f6rmula 4>(v ...... ",.J eXlSte una S-f6rmula 4> (v ...... v,.J 
tal que: 

(iA Dada una S-est~~ura A 1= r y a ...... a,., e A, ~ . 
A 1= <I>[a ...... a,J Sl1 A 1= <I> [a ...... a,.J (donde A es la expansl6n de 

Betb de A). 
(ii) r u ~ 1= (<I> .... <1>"). 

• 5.2. Corolario: A es elementalmente equivalente a B sii A~es elemen­
taImente equivalente a B~.2 
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CONICET 

1 EI teorcma de Fra'isst (Frai"~, 1955) provee una caracterizaci6n algebraica de la 
equrvalencia elemental en I~rminos de isontorjismos parcialt:s, sin embargo, este resultado 
opera o:clusivamente con c:structuras rclacionales (y de finitos s(mbolos de rclaci6n), por 10 
cual C3 necesario un lema que permita eliminar sin ptrdida de generalidad los sfmbolos de 
funci6n. Pern &te, precisamentc, es uno de los atcances del teorema 5.1. 

2 Dadas doe S-estructuras A, B, decimos que A es ekmmltJlmmle equ;YaiOllC a B sii para 
tOOa s-sentcncia cr: A 1- cr sii B 1- cr. 
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ABSTRACf 

In this paper we present three results concerning the use of the so-called Belh-dcfinable 
symbols in ~ first-order theory. A Beth..definable symbol for a given theory T is just an addi­
tional (non logic) symbol which is definable in T in the wea k sense Ihal we have an explicit 
definition which satisfies Beth's conventions given in (Belh, 1953). M ore precisely we prove 
that homeomorphism, isomorphism and sub model are preserved under cenain restrictions 
when we shirt from the models of T 10 their respective Belh-c:xpansions in the language with 
the additional symbols. II is remarkable that in cases where the dejiJliQu docs nOI salis!:' cer­
tain syntactica l oondilions neither submodel nor homeomorphism are preserved by the Beth 
expansion models. AI the end of the paper we show a trivial counterexample concerning two 
part icular models of the "successor first~rder theory". 


