ANALISIS FILOSOFICO

SOBRE LA NOCION FREGEANA
“EXTENSION DE UN CONCEPTO”!

ALFONSO AVILA DEL PALACIO

En este articulo intentaré aclarar lo que Frege entiende por ‘extensién de un
concepto’, para lo cual defenderé una interpretacién particular de los términos
fregeanos ‘conceplo’ y ‘extensién’, asi como de los estrechamente vinculadosde
‘funcién’ y ‘curso de valores’. Frege dio ciertas definiciones intuitivas de
‘concepto’ y ‘extensién’ securriendo a las nociones de funcién y de curso de
valores;? pero, con el propdsito de esclarecer t0dos esos términos, no me apoyaré
linicamente en esas “‘definiciones”, sino que las tomaré, al igual que otras
afirmaciones de Frege sobre esas expresiones, s6lo como “indicaciones que nos
hacen entender las palabras como se pretende” (“Sobre concepto y objeto” en
Frege 2, p. 238). El significado que Frege le atribuy6 a esos 1&rminos no fue
estrictamente el mismo a través de toda su obra; pero, para los efectos del
presente trabajo, me interesa aclarar dnicamente el uso que tienen én las dos
grandes obras con las que concluye su anilisis acerca de 1os juicios matematicos:
Los fundamentos de la aritmética y Las leyes bdsicas.

1 Este trabajo es el fruto de mis intuiciones e indagaciones sobre el marco conceptual fregeano
y, sobre 10do, de las estimulantes y sugerentes conversaciones sobre el tema con Ledn Olivé,
Radl Orayen, Asuncién Preisser y Lourdes Valdivia. Agradezco también a Raiil Orayen su
ayuda en 13 revisién final del texto. Las citas bibliogrificas, para facilitar su consulta, se reficren
en su mayorfa a las versiones espafiolas de los textos fregeanos, aunque en realidad las
traducciones que presento aquf son el resultado de cotejar las diversas ediciones que menciono
en la bibliografia. Uso el doble entrecomillado, sdemé4s de su funcién comiin, para expresar y
resaliar &l referente inico de una expresién compleja de naturaleza funcional; y uso el
entrecomillado sencillo, como Frege, para referirme a la expresién misma que queda entreco-
millada.

2 Sin embargo, esto acarrea complicaciones en el sistema fregeano ya que, al parecer, Frege
definib, por ejemplo, ‘concepto’ al decir: “llamé concepto a una funcidén cuyos valores son
siempre valores de verdad, y ésta —dice— podria ser tomada como una definicién” (Frege, 9, p.
89); pero, por otro ledo, Frege especificd que las definiciones se expresan mediante igualdades,
y “& un lado del signo de igualdad no puede estar nunca la designacién de un concepto,... stno
que siempre habré que designar o aludir a un objeto” (“Consideraciones sobrg sentido y
referencia” en Frege, 6, p. 90), de lal suerte que tomando esto en cuenta, no podriamos definir
el témino “‘concepto’ si por €] queremos aludir al concepto fregeano.
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1. La expresion ‘Begriff”

Ahora bicn, ;qué entiende Frecge por “Begriff o ‘concepto’?. Antes de Los
fundamentos de la aritmética habia sostenido que “al dar el mismo simbolo a
cosas difercnics aunque similares, propiamente ya no designamos la cosa
individual sino lo que ticnen en comiin: el concepto” (“Sobre la justificacién
cientifica de una conceptografia” en Frege 2, p. 210). Segin esta idea, cl
conceptoes algo que puede ser comiin a varias cosas individuales. Y aquello que
comparten varias cosas individuales puede ser una propicdad como el seer rojo
o frio, también puede ser una relacién que los vincule, o tal vez, incluso, algin
objeto o circunstancia comuncs. Asi pues, csta caracterizacién de concepto es
todavia muy vaga; y en su obra posterior Frege precisa su idea, y da algunos
criterios para distinguir los conceptos de los objetos, y de las relaciones.

Con respecto a los objetos dice: “el concepto, como yo enticndo la palabra es
predicativo (cs la referencia de un predicado gramatical)... Decimos que algo
cac bajo unconceptoen ‘estahojaes verde’;... Yo mismo he sefialado—también—
que un concepto pucde caer bajo uno superior ...-Sin embargo, con €so no se
borra la diferencia entre concepto y objeto;~...ya que un nombre de objeto, un
nombre propio, es totalmente incapaz de ser utilizado como predicado gramati-
cal” (“Sobre concepto y objeto” en Frege 2, p. 238). De esa forma, Frege adopta
un punto de vista lingiiistico mediante el cual distingue, en la ontologia, los
conceptos de los objctos. Los nombres propios, como ‘Julio César’ o las
expresiones que comienzan con un articulo determinado singular como ‘el
conceplo caballo’, designan un objeto singular y son incapaces de ponerse en
plural. Enefecto, no podemos decir con sentido ‘los Julio César’ o ‘los conceptos
caballo’. Los nombres propios no pueden atribuirse a varios individuos, ya que
son una forma de sefialar un objcto singular; mientras que, por otra parte, los
predicados gramaticales como ‘es caballo’, que se distinguen porque pueden
ponerse en plural diciendo ‘son caballos’, e igualmente pueden usarse con los
articulos indeterminados diciendo ‘es un caballo’, no designan un objeto
singular, sino un concepto. En ese sentido, un concepto en tanto que es
predicaivo, es algo diferente de cualquier objeto singular. Asi pues, con respecto
aeste punto, hay en la ontologia fregeana objetos, por un lado, y lo que se precica
de los objetos por el otro. Sin embargo, esto no estd exento de dificultad ya que,
por una parte, ¢l concepto caballo es un objeto singular; y, por otra, los conceptos
cngeneral y por supuestoel de caballoen particular, en tnato que son larcferencia
de un predicado gramatical, no son de ninguna forma objctos singulares.

Esta dificultad ha llevado a L. Valdivia a sostener que dentro dcl sistema
fregeano “‘no podcmos nombrar los conceptos para hacer afirmaciones sobre
cllos, y no podemos formular criterios de identidad para funciones en general”
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(Valdivia, 1, p. 14, Valdivia, 2, p. 308). Ahora bien, una solucién a eso, sugerida
por el propio Frege, es que cuando queremos predicar de un concepto “el
conceplo no puede por su naturaleza predictiva, aparecer sin mds asi, sino que
primero tiene que ser transformado en un objeto, o dicho més exactamente, debe
ser representado por un objeto que designamos mediante las palabras antepucs-
1as ‘el concepto’™ (“Concepto y objeto” en Frege 6, p. 106). Asi pues, al parecer,
la ontologia fregeana contienc categorias mutuamente excluyentes como las de
objelos y conceplos; y, sin embargo, dichas categorias, as{ como tiencn diferen-
cias, también tienen ciertos vinculos entre si. Un conceplo, en wnto que €s
predicativo, no puede ser un objeto; pero, un objeto puede representar al
concepto. Sin embargo, cuando nos referimos al objeto que representa un
concepto, en realidad nos queremos referir al concepto mismo; de tal sucrte que
el conceplo se nos escapa. Y si al predicar de un concepto no predicamos de éste
Lentonces de qué predicamos? Asi pues, todo esto sugiere que Frege ha quedado
atrapado en sus propias redes, y que, como dice L. Valdivia: dentro del sistema
fregeano, no puede decisse nada sobre los conceptos.

No obstante, Frege afirmé que “‘en investigaciones 16gicas, no pocas veces es
necesario enunciar algo sobre un concepto” (“Concepto y objeto” en Frege 6, p.
106); e incluso cosas muy importantes para el programa fregeano: “he dichoen
los Fundamentos que la asignacidn de un nimero dice algo acerca de un
concepto; hablo de propiedades que pueden decirse de un concepto, y admito que
un conceplo caiga bajo uno superor” (“Concepto y objeto” en Frege 6, p. 109).
Aunque, para marcar tanto la diferencia como la semejanza dice mds adelante:
“un objeto cae bajo un concepto de primer orden, y un concepto cae en un
concepto de segundo orden. La diferencia entre concepto y objeto —recalca—
sigue sicndo, pues, completamente tajante” (p. 118). No obstante, Frege mismo
viocon bastante claridad la dificultad en 1a que se encontraba al decir estas cosas.
“La naturaleza predicativa del concepto —dice— €s un gran obstéculo para la
expresién adecuada y para la comprensién. Cuando quiero hablar de un concep-
to, el lenguaje me fuerza con violencia casi insoslayable a una expresidn
inadecuada, con lo cual el pensamiento queda obscurecido, casi diria falseado”
(““Considcraciones sobre sentido y referencia” en Frege 6, p. 88). Y, en otro lado,
afirma: “‘por una cierta necesidad lingiifstica, mi expresidn, tomada literalmente,
no corresponde a veces al pensamiento, al nombrar un objcto cuando se quicre
significar un concepto. Me hago plenamente consciente de apelar en estos casos
aJa comprensidn bienintencionada del lector” (“Concepto y objeto” en Frege 6,
p- 117).

Asi pues, si por un lado, los conceptos y los objetos son categorias mutuamen-
te excluyentes; y, por otro, Frege se permile hablar de los conceptos mediante
objetos representativos, y debe apelar a la comprensidn bieninteacionada del
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lector , eso hace pensar que el sistema fregeano necesita alguna enmicenda. Creo
que pucde corregirse proponiendo la existencia de ciertas “entidades conceptua-
les” como caballo; que no serian ni conceptos ni objetos, sino algo 16gicamente
m4s simple; es decir, aquello que comparten los referenes de las expresiones ‘es
caballo’ y ‘el concepto caballo’. Y, estas “entidades conceptuales” serian de tal
mdo que si se les afladiera cierta naturaleza predicativa obtendriamos un
concepto, y cuando se les afiadiera cierta naturaleza objetiva obtendriamos un
objeto de segundo orden. Y, por otro lado, habria también algo asi como
“entidades objetivas”, que serian los objetos de primer orden. De hecho, Frege
mismo deja abierta una posibilidad asf al afirmar que “lo 16gicamente simple, al
igual que la mayoria de los elementos quimicos, no estd dado de antemano, sino
que s6lo se alcanza después de una labor cientifica. Si se descubre algo que es
simple, o que al menos hasta el momento debe ser considerado como simple,
habrd que acuiiar para ello una denominacién” (“Concepto y objeto” en Frege 6,
p. 100). Asi pues, considero que proponer estas entidades no violenta aspectos
basicos del sistema fregeano y, en cambio, lo hace més inteligible. De acuerdo
con eso, cuando predicamos de un concepto tendriamos que aclarar que en
realidad predicamos de la “entidad conceptual” que comparte con el objeto que
lo representa; y, al parecer, eso es suficiente. El concepto, en tanto que es
predicativo, se nos escapa; pero, como tiene que ver mas bien con lo intensional,
€so no interesa para la l6gica (“Consideraciones sobre sentido y referencia” en
Frege 6, p. 94). Y lo mismo valdria, mutatis mutandis, para las funciones en
general; lo dnico sobre lo que no podriamos hablar acerca de ellas, es sobre su
naturaleza no saturada, para la cual tampoco tendriamos criterios de identidad
por tener un carécter intensional. De tal suerte que, si aceptamos las entidades
mencionadas, lo que digamos en adelante sobre los conceptos y las funciones
deberd entenderse que se refiere a las “entidades conceptuales” o alas “entidades
funcionales” respectivamente, ya que sobre sus naturalezas predicativa y no
saturada no podemos decir sino que son de cardcter intensional.

Y para aclarar las diferencia entre conceptos y relaciones, Frege utiliza la
nocién de funciones proposicionales o funciones que sélo tienen valores de
verdad. Para ¢1tanto los conceptos como las relaciones son funciones de ese tipo.
Pero, mientras los conceptos son funciones de un argumento, las relaciones son
funciones de dos o més argumentos. Ahora bicn, para entender bien esto es
necesario primero que aclaremos en qué sentido usa Frege la expresién ‘Funk-
tion' 0 ‘funcién’.
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2. La expresién ‘Funktion’

Frege habfaaclarado lo que él entendia por ‘funcién’ desde La conceptografia
en los siguientes términos:

Si pensamos 1a circunstancia de que el hidrégeno es mis liviano que el anhfdrido
carbénico, entonces en el lugar del simbolo del hidrégeno podemos poner el
sinbolo del oxfgeno o del nitrégeno. Al hacer esto, se cambia el sentido de manera
que oxigeno o nirégeno aparecen en la vinculacién en“la que antes estaba
hidrégeno. Al pensar de esta manera la expresién como variable, se descompone
la misma en un componente estable, que representa la totalidad de las vinculacio-
nes, y el simbolo, considerado como reemplazable por otros, que significacl objeto
que se encucntra en estas vinculaciones. Al primer componente lo 1lamo funcién,
y al Gltimo su argumento (inciso 9).

Y, posteriormente en “Funcién y concepto” dice:

Reconocemos la funcién en una expresién en virtud de que la pensamos separada;
y se insiniia por su estructura una posible separacién de este tipo. Las dos partes
en que se separa la expresién, el simbolo del argumento y la expresién de la
funcién, no son de la misma especie; pues el argumento es un todo cerrado en sf,
mientras que la funcién no lo es... Y lamamos valor de la funcién para un
argumento, & lo que resulta de completar la funcién con ese argumento. De esa
manera, por ejemplo, 3 es el valor de la funcién “2x* + x” para el argumento 1, ya
que tenemos 2(17 + (1) = 3. (Frege 2, p. 219)

De acuerdo con eso, una funcién es el referente de una expresion con huecos; ese
referente es en si mismo incompleto pero al completarse con objetos que actian
como argumentos produce otros objetos llamados valores. Asi pues, podemos
decir que una funcién es una especie de esqueleto que permite vincular objetos;
esdecir, segtin la interpretacién que me parece mas adecuada, s una formaoun
modo como pueden vincularse objetos. A partir de una funcién, ciertos argumen-
10s se vinculan con determinados valores; pero, en general, seria ficil mostrar
que una misma vinculacién podria lograrse de diferentes modos. Por ejemplo, 12
vinculacién del 1 con el 2, del 2 con el 4, del 3 con el 6, etc., se puede obtener
a partir de diferentes funciones tales como “2x”, “4x/2", “2x?/x", etc.. Es decir,
que para vincular esas parejas de nimeros, puedo obtener el segundo nimero
mu!tiplicando el primero por 2, o multiplicindolo por 4 y dividiendo el resultado
entre 2, etc. Seglin esto, una funciénes sélo un modo, entre otros posibles, a partir
del cual puede obtenerse una cierta vinculacién entre objetos. Sin embargo,
Frege no da crilerios de identidad para estos modos debido a que los considera
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unidos a un cierto caricter intensional. Dado que mi idea de ver las funciones

como modos de vincular objetos me parece central para entender la terminologia

fregeana, me permitiré ilustrar mi interpretacién mediante una serie de dibujos.
Una funcién podria estar representada por el siguiente diagrama:

cndondc los huccos de laizquierda pueden ser llcnados sélo por objctos tomados
como argumentos; los huecos de la derecha se llenan con un objeto tomado como
valor, una vez que el hueco de la izquierda de esa misma flecha se ha llenado con
un argumecnto; las flechas horizontales, representan la vinculacién de cada
argumento con ¢l valor correspondiente de la funcidn; y las flechas verticales,
representan la unidad de la funcién. Y si el anterior diagrama representa una
funcién de un argumento, el siguiente puede representar una funcién de dos ar-
gumentos:

) —ﬁ—s-—- (
—C ) (

donde los dos huecos de la izquierda tienen que ser llenados con argumentos para
que se obicnga el valor de la funcién. Y, si se trata de una funcién proposicional,
que sdlo arroja valores de verdad, se podria representar de la siguiente manera
para diferenciarla de las funciones no proposicionales que quedarian represen-
tadas por los diagramas anteriores:

TN
| >

>

——

T

-

donde las lineas m4s cortas producen lo verdadero para los argumentos corres-
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pondientes, y las lineas més largas producen 1o falso; tratando de expresar que
los argumentos que producen lo verddero tienen una vinculacién mas estrecha
con la funcién, en tanto que son los objetos que caen bajo la funcion —concepto.
Creo que lodicho bastard para aclarar de qué forma pueden usarse Jos diagramas
para expresar las diferentes clases de funciones. Las de segundo orden, por
ejemplo, podrian tener entradas diferentes a la izquierda, para indicar que sus
argumentos no son objetos de primer orden, sino funciones objetivadas. Para
representar diferentes funciones que permitan vincular los mismos objetos en el
mismo orden, se podrian usar diagramas que tuvieran la misma estructura, pcro
que diftriesen por el hecho de contener flechas de trazado diverso (continuo,
corrugado, punteado, etc.). Las diferentes formas en las cuales se pueden
vincular los mismos objelos ticnen un cierto caricter intensional, y las diferen-
cias entre unas y otras pueden ser muy sutles.

Asi pues, segiin la interpretacién de los textos fregeanos que he ilustrado con
los diagramas, una funcién es una forma como pueden vincularse objetos
cualesquiera. En esos términos, una funcién es una especie de esqueleto al que
le faltan las cosas que puede vincular. Y, asf{ como pueden darse diferentes
esqueletos que permiten vincular los mimos objetos, igualmente, para Frege,
existen diferentes funciones, como “2x” y “4x/2” a las que nos hemos referido
m4s arriba, que permiten vincular los mismos objetos. Frege usa el émino
‘funcién’, no como los matemalicos para referirse a la vinculacién misma entre
objetos, que puede representarse a veces mediante una curva; sino para referirse
a una idea, seglin él, mas primitiva: lo usa, para referirse a un esqueleto, entre
otros posibles, a partir del cual podemos construir una vinculacién entre objetos
cualesquicra. Ademas, en Frege el significado de ese término no es meramente
matemético, ya que encontré que gran parte de Jas expresiones del lenguaje
ordinario tiencn una estructura similar a as expresiones que se usan eén matemd-
ticas para hablar de vinculacién entre objetos matematicos. Asi pues, alas formas
de vincular objetos cualesquiera, Frege las denomina ‘funciones’; a los objetos
que pueden actuar como candidatos para estar en la vinculacién que describe Ja
funcién, Frege los llama 'argumentos’; y a lo que resulla de combinar una
funcién con algiin argumento, lo 1lama ‘valor de la funcién’. Los conceptos son
funciones de un argumento que arrojan lo verdadero cuando toman como
argumentos los objetos que caen bajo el concepto, y arrojan lo falso cuando
toman como argumentos objetos que no caen bajo el conceplo. Asf pues, por
ejemplo, ““x es hombre” es una funcién conceplo en tanto que es una manera de
vincular Juan con la verdad, Felipe con la verdad, la luna con lo falso, etc.; en
tanto que la verdad es lo que resulta de completar Ia funcién “x es hombre” con
los argumentos Juan y Felipe, y lo falso es lo que resulta de completarla con
argumentos como la luna.
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Ahorabien, si eso es un concepto ;jqué debe entenderse por ‘extension de un
concepto’? Frege sostiene que “podemos designar como extensién de un
concepto al curso de valores de una funcién de un argumento cuyo valor para
cada argumento es un valor de verdad” (“Funcién y concepto” en Frege 2, p.
225). Lo cual nos obliga a clarificar primero lo que Frege entiende por la
expresién ‘curso de valores’.

3. La expresion ‘Wertverlauf’
Acerca de los Wertverliufe o cursos de valores Frege afirma lo siguiente:

El método de 1a Geometria Analitica ofrece un medio para hacer intuitivos los
valores de una funcién para diferentes argumentos. A saber, considerando el
argumento como valor numérico de la abscisa y al correspondiente valor de la
funcién como valor numérico de la ordcnada de un punto, obtenemos un complejo
de puntos que se muestran a la intuicién como una curva en los casos habituales.
Cada punto de la curva corresponde a un argumento con el valor correspondiente
delafuncién... Por ejemplo, la funcién “x? - 4x™ produce una parébola; y dado que
1a funcieon “x(x - 4)” produce la misma parébola, decimos que ambas funciones
tienen el mismo curso de valores (“Funcién y concepto™en Frege 2, pp. 219y 220).

Frege no define lo que es un curso de valores, pero da sus condiciones de
identidad en su famosa ley V de Las leyes bdsicas. En su simbologia 1a ley es
como sigue: “—[ €f(e) = & g(a)] = (x)[ f(x) = g(x)]” (Frege, 7, p. 72, inciso 20).
Donde las letras griegas aspiradas que anteceden a la expresién funcional
correspondiente convierten la expresién de la funcién en una expresion del curso
de valores de dicha funcién. Asi pues, la ley afirma que decir que dos cursos de
valores son iguales, es 1o mismo que decir que las funciones correspondientes
arrojan los mismos valores para los mismos argumentos.

De acuerdo con eso, y teniendo en cuenta la interpretacién que hemos dado
para las funciones, el curso de valores seria la vinculacién misma entre objetos.
Las funciones son diferentes modos de vincular objetos, mientras que los cursos
de valores serian las vinculaciones mismas tomadas como objetos fregeanos, es
decircomo referentes de expresiones saturadas. En palabras de Sluga “la funcién
ella misma, no es una entidad; su naturaleza es correlacionar argumentos con
valores. Pero através de lafuncion se establece una correlacion, y esa correlacién
pucde ser considerada una entidad con sus propios criterios de identidad. Esa
entidad se llama curso de valores” (Sluga 1, p. 145). Ahora bien, asi como
representamos las funciones mediante diagramas, los cursos de valores podrian
expresarse de la siguiente manera:3

3 Esta representacién de los cursos de valores surgié inspirdndome en algunds ideas de Asuncién
Preisser y Raiil Orayen sobre este tema.
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a------ [ ....... - b
C: -t ame e _)d
e - l ....... - f

donde las letras represcntan objetos; las flechas entrecortadas representan la
conexién entre parejas de objetos si se trata de una funcién de un argumento; y
las lineas verticales representan la unidad entre todas las parejas de objetos que
pueden aparearse mediante las funciones cuyos cursos de valores coincidan y
estén expresados por el diagrama anterior. En este diagrama he usado flechas y
lines verticales entrecortadas para expresar la vinculacién misma entre objetos,
independientemente de las diferentes formas mediante las cuales se puede lograr
la vinculacién.

Segiin eso, el curso de valores de una funcién proposicional seria la vincula-
cién entre objetos cualesquiera y los valores de verdad; es decir, entre objetos y
el caer 0 no bajo la funcién proposicional. O, metaf6éricamente, el curso de
valores de una funcidén proposicional seria la vinculacién entre algunos objetos
y el si, y otros objetos y el no. Lo cual significa para las funciones proposicionales
de un argumento que no sélo se estdn vinculando parejas de objetos, sino que se
estd agrupando, por un lado, los objetos que caen bajo ciertoconcepto y, por oro
lado, los objelos que no caen bajo ese concepto.

4, La expresién ‘Umfang’

Y para aclarar mas lo que significa el curso de valores de una funcién
proposicional de un argumento, Frege se refiri a las extensiones (Umfdnge) de
conceplos también en los siguientes términos:

...en “o sub a" debemos reconocer o y a como extensiones de conceptos... De
acuerdo con eso oliene que ser visto comounaclase de objetos que tienen unacierta
propiedad... Pero la extensién de un concepto esté constituida esencialmente, no
por los individuos, sino por el conceptomismo... Sioes laclase de objetos que son
by aeslaclase de objctos que son ¢, ‘o sub a’ significa: todos los bsonc... Ahora
bien, si hay una cosa singular vque es un b, **v subter o” implica “'v subter a” ... Por
consiguiente, se debe separar 1) 1a relacién de un objeto (un individuo) con la
exlensién de un concepto cuando €l cae bajo el concepto (1a relacién subter); y 2)
larelacién entre 1a extensién de un concepto y lade otro cuando el primer concepto
est4 subordinado al segundo (la relacién sub) (Frege 6, pp. 101 y 102).

Asi pues, basandonos en esla cila, y por lo sefialado m4s amiba, podemos decir
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que la extensién de un concepto es un conjunto de objetos que queda definido a
partir de una cierta manera de vincular objetos singulares con valores de verdad,
de tal forma que los objetos del conjunto son aquellos que, segiin esa manera de
vinculacién, estdn asociados con la verdad, y los que quedan fuera de €, son los
que esa manera de vinculacién asocia en la falsedad. M4s atin, segtin esta dltima
cita, las extensiones de conceptos se comportan con respecto a las relaciones de
subter y sub, en términos generales, tal como los conjuntos cantorianos se
comportan con respecto a lasrelaciones de € y < respectivamente. Sin embargo,
no hay que olvidar que para Frege sus “conjuntos™ son siempre extensiones de
conceptos; no estdn constituidos por objetos como un bosque estd constituido por
drboles, sino que estin definidos a patir del concepto. Ahora bien, para ilustrar
enmis términos la idea de que las extensioncs de los conceptos fregeanos pueden
cumplir, en términos generales, las mismas funciones que los conjuntos canto-
rianos, me auxiliaré del diagrama que presenté para las funciones proposiciona-
les de un argumento. Segiin ese diagrama, todos los objetos que caen bajo el
concepto estdn unidos con la verdad, y de esa forma quedan agrupados. De tal
suerte que el curso de valores de una funcién proposicional de un argumento es
unconjunto fregeano, en tanto que agrupa a los objetos que caen bajo el concepto.
Esto lo podriamos ilustrar con el siguiente diagrama:

a" F.

= Laverdad
4

donde se encierran los objetos del conjunto, separandolos asi de todos los demis.

En conclusidn, la extensién de un concepto es una suerte de vinculacién que
agrupa los objetos que caen bajo el concepto y los separa de los objetos que no
caen bajo el concepto. Esta interpretacién que propongo, me parece no sélo la
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més cercana a las ideas del propio Frege sino también esclarecedora de su
pensamiento desde que permite conciliar varias de sus tesis concernientes a estas
nociones. Por ejemplo, permite entender 1) que las diferentes funciones que
comparten un mismo curso de valores sean diferentes formas de obtener una
misma vinculacién entre argumentos y valores; 2) que los conjuntos asociados
a las funciones proposicionales de un argumento, es decir las extensiones de los
conceptos, se identifiquen con sus cursos de valores; y 3) que los cursos de
valores, y las extensiones por consiguiente, sean objetos.

La idea de ver los cursos de valores de las funciones de un argumento como
vinculaciones entre parejas de objetos, es cercanaa la tesis, que ha sido expuesta
por varios autores, segiin la cual el curso de valores de esas funciones es un
conjunto de pares ordenados. A continuacién analizaré en qué sentido dicha tesis
coincide con la mfa, en qué sentido ha sido generalmente mal formulada y,
también, cémo podria reformularse para salvar algunasde las dificultades con las
que se ha enfrentado.

5. La tesis de los pares ordenados

Varios intérpretes de Frege se han inclinado por la tesis que identifica los cursos
de valores con conjuntos de pares ordenados. Montgomery Furth, por ejemplo,
la enuncia en los siguientes €mnos:

la nocidn de curso de valores se expresa ficil y cémodamente por las nociones mis
recientes, como aproximadamente una funcién en extensién. Asf{, expresiones de
la forma ‘&(...€...)" encontradas en Frege pueden ser leidas como significando lo
mismo que expresiones de la forma ‘%(y =...X...)", es decir, como denotando la
clase de pares ordenados (y.,y). lales que y es el valor de la funcién ...£... para el
argumento x. Y asf, el nombre ‘€(€ + 7)' denotaria una clase conteniendo pares
ordenados tales como (0,7), (1,8), (2.9), etc. (Frege 7, p. xxxvii)

De forma similar, B. V. Birjukov dice:

El curso de valores de una funcién dada es lo que usualmente se llama la gréfica
de la funcién, es decir, un cierto conjunto de paes ordenados (Birjukov 1, p. 19).

Rulon S. Wells, por su parte, afirma:

Lamodcrmnaconcepcidn delarelacién diddicatomada extensionalmente, como una
clase de pares ordenados, nos permite pensar la curva definida por la funcién “x*”
como una relacién diddica... {Y asi,) todos los cursos de valores de funciones
pueden ser clases de pares, trios o n-adas, es decir, relaciones tomadas en extensién
[Pego como] el curso de valores de la funcién “x? = 4" consiste en un infinito
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nimero de pares ordenados;... y la clase en el modemno sentido (russelliano)
determinado por la funcién “x? = 4" ...contiene, no un infinito nimero de
elementos, sino inicamente dos: 2 y ~2; ninguno de los cuales es un par ordenado;
[en conclusién] el curso de valores de la funcién *“x2 = 4" es muy diferente alaclase
determinada por ella; [y por lo cual] la identificacién que hace Frege de clases y
extensiones necesita no ser tomada literalmente (Klemke, 1, pp. 15 y 16).

Y, para no prolongar demasiado la lista, citamos por ultimo a Rosado Haddock
en su reciente libro sobre Frege en el que se pregunta lo siguiente:

¢En qué consiste el curso de valores de funciones de un argumento cuyo valor es
siempre un valor veritativo?... [Y él mismo responde:] dicho curso de valores es
el conjunto de pares ordenados (a,b), donde a es un objeto cualquiera y b es uno
de los valores veritativos... [Pero,] la extensién de un concepto es una suerte de
conjunto detrminado por dicho concepto, al cual pertenecen todos y sélo aquellos
objetos que caen bajo dicho concepto... [Asi pues] si comparamos el curso de
valores de un concepto con la extensién del concepto, encontramos que... el curso
de valores es un conjunto de pares ordenados, mientras que la extensién del
concepto no es ningin conjunto de pares... [Y por lo tanto] la extensién de un
concepto [a pesar de ciertas afirmaciones expresas de Frege] no es ningin caso
especial del curso de valores de una funcién (Rosado Haddock 1, pp. 119 y 120).

Sinembargo, defender la tesis de los pares ordenados en los términos citados,
acarrea ciertas complicaciones en el sistema fregeano. En primer lugar, no es lo
mismo decir que el curso de valores es un conjunto de pares ordenados, a decir
que el curso de valores puede ser expresado mediante un conjunto de pares
ordenados. Considero que entender la tesis en el primer sentido, la hace entrar
enconflicto con ciertas afirmaciones del propio Frege. Por ejemplo, cuando dice
que “la extensioén de un concepto estd constituida esencialmente, no por los
individuos, sino por el concepto mismo” (Frege, 6, p. 101), nos hace pensar que
laextensién, que es un curso de valores, no estd constituida por individuos, sean
éstos pares ordcnados u otra cosa, sino que es algo més abstracto. En consecuen-
cia, la tesis me parcce mis defendible si la entendemos diciendo que el conjunto
de pares.ordenados es s6lo, como dice Dummett, “un esqueleto que sirve para
una adecuada representacién” (Dummett 2, p. 172).

En segundo lugar, para darle una interpretacién precisa a la tesis de los pares
ordenados hay que revisar en qué sentido se estd usando la palabra ‘conjunto’:
1) ensentidoclasico; 2) en sentido fregeano; o 3) en otro sentido. A continuacién,
y atendiendo a los citados sentidos de ‘conjunto’, desarrollaré por mi cuenta la
version dumettiana de la tesis; versién que, por cierto, convierte el conjunto de
pares ordenados en solamente un c¢6digo alternativo al que he sugerido antes
mediante diagramas.
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1) En sentido cl4sico, que Frege atribuye a Dedekind y Schréder (Frege 7,
inciso 0), un conjunto se identifica con los elementos que lo forman, de igual
manera que un bosque se identifica con los drboles que lo constituyen. De tal
suerte que afirmar que el curso de valores es un conjunto de pares ordenados
equivale a decir que es igual a los pares ordenados. Y ese parece ser, por cierto,
el sentido que le da Wells al 1érmino ‘conjunto’ al sostener que “el curso de
valores de “x% = 4" consiste en un infinito nimero de pares ordenados™; e
inmediatamente después, rechazar que el curso de valores se identifique con el
conjunto determinado por esa funcién; ya que dicho conjunto “contiene, no un
infinito niimero de elementos, sino tinicamente dos: 2y -2.”. De tal suerte que,
al parecer, ‘consiste en’ es equivalente para Wells a ‘contiene’.

Ahora bien, si ése es el sentido del término ‘conjunto’, la tesis de los parcs
ordenados estaria diciendo lo siguiente:

a.- Para las funciones no proposicionales, si adoptamos la versién de Dum-
metl, decir que su curso de valores puede ser expresado mediante ciertos pares
ordenados, implica que el curso de valores es aqucllo que expresan los pares
ordenados al igual que las grificas de las funciones matematicas: es decir, una
cierta vinculacién o conexién entre argumentos y valores. Siendo asf, decir, por
ejemplo, que el curso de valores de la funcién “2x” se¢ expresa mediante el
conjunto de los pares ordenados (1. 2), (2, 4), (3, 6), elc., seria anélogo a decir
que es lo que expresa la recta que, en el eje cartesiano, pasa por los puntos (1, 2),
(2, 4), eic.; es decir, 1a vinculacién que apareael 1 conel 2, el 2 conel 4, etc. En
ese sentido, la tesis de los pares ordenados estaria diciendo, en otro ¢6digo, lo
mismo que intenté expresar con los diagramas que presenté arriba.

b.- Para las funciones proposicionales, decir, por ejemplo, que el curso de
valores de “x? = 4" se expresa mediante los pares ordenados (-2, lo verdadero),
(-1, lo falso), (0, lo falso), (1, lo falso), (2, lo verdadero), etc., y que su conjunto
asociado es el referente de ‘el conjunto de 2 y -2’; entonces podemos decir que
ambas expresiones se pueden ver como dos maneras de decir que solamente el
2 y el -2 sausfacen la funcién, je: caen bajo el concepto. De hecho, los pares
ordcnados son una forma de expresar la vinculacién o conexién que se da entre
ciertos objetos y los valores de verdad, es decir, entre esos objetos y el cacr o no
bajo el concepto. Y al hacer eso, podemos decir que estdn delimitando un
conjunto al especificar exhaustivamente lo que entra y lo que no; es decir, 1o que
satisface la funcién proposicional y lo que no. Al igual que, por otro lado, ‘el
conjunto de tnicamente 2 y -2” es una forma de expresar la vinculacién o
conexién entre €sos objetos y el si, y todos los que quedan fucra y el no. En este
sentido, la tesis de los pares ordenados estarfa expresando, en un c6digo
diferente, 10 mismo que intenté expresar con los diagramas que presenté arriba.

2) Si el término ‘conjunto’ lo entendemos en sentido fregeano, Raiil Orayen
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(1, vol. 4, pp. 5 y 6) ha mostrado que no puede identificarse el curso de valores
con un conjunto de parcs ordcnados. Asi pucs, en cste punto seguiremos la
prucba dc Orayen, afiadiéndole sélo algunos elementos que, a nuestro parecer,
la hacen més clara y contundente.

a.- Para las funciones no proposicionales, si decimos que su curso de valores
es un conjunto de parcs ordcnados se incurre en una contradiccién. Los
conjuntos, segun Frege, son extensiones de conceptos; es decir, cursos de valores
de funciones proposicionales monddicas. De tal sucrte que el curso de valores de
una funcién no proposicional como *“x?”, al ser un conjunto de pares ordenados,
scria al mismo ticmpo, por ser un conjunto fregeano, ¢l curso de valores de una
funcién proposicional. Y segiin la ley V que citamos, si dos funciones tienen cl
mismo curso de valores, dardn el mismo valor para ¢l mismo argumento; y por
consiguicnte “x?” tendrd que dar valores de verdad como la funcién proposicio-
nal con la que comparte el curso de valores. Lo cual es contrario a la suposicion
inicial de que cra una funcién no proposicional. De ahi se desprende que de
ninguna funcién no proposicional se puede decir que su curso de valores es un
conjunto (cn scntido fregeano) de pares ordenados, o de lo que sea.

b.- Para las funciones proposicionales, si decimos que su curso de valores es
un conjunto dc pares ordcnados, también se incurre en una contradiccién. Si, por
ejemplo, decimos que el curso de valores de la funcién proposicional “x cs
hombre”, bajo la cual caen los objctos Juan, Felipe, ctc., es el conjunto de los
pares ordcnados: (Juan, lo verdadero), (Felipe, lo verdadcero), (LaLuna, lo falso),
clc.; este conjunto de pares serd, como todo conjunto fregeano, la extension de
un concepto F(x). Y la extensién de un concepto es justamente la clase de los
objetos quetienen cierta propicdad; es decir, que caen bajoel concepto. Asi pucs,
el conjunto de pares ordenados seria la extensién del concepto F(x) bajo ¢l cual
cacn los pares ordenados. Pero esa extension es un curso de valores y, aplicando
nuevamente la tesis de que el curso de valores es un conjunto de pares ordenados,
scrd el conjunto de los pares ordenados [(Juan, lo verdadero), lo verdadero),
[Felipe, lo verdadero), lo verdadero], [(LaLuna, lo falso), lo verdadero], [Felipe,
lofalso{, etc. Y este conjunto serd, a su vez, la extension de un concepto G(x) bajo
el cual cacn los pares ordenados [(Juan, lo verdadero), lo verdadero],...[Felipe,
lo falso], ctc. Y asi indefinidamente. Ademas, de acucrdo alaley V, si ¢l curso
de valores de la funcién “x es un hombre™ es igual a la extensién del concepto
F(x), bajo el cual carn pares ordenados, bajo el concepto “x es un hombre”
también cacrin pares ordcnados. Por consiguicnte, suponer que el curso de
valores de una funcién proposicional es un conjunto (en sentido fregeano) de
pares ordenados nos lleva también a conclusiones contradictorias; como la de
nuestro cjemplo en que el objeto Felipe, por ejemplo, cae bajo un concepto que
ticne la misma extensién que otros conceptos bajo los cuales no cac; locual puede
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mostrarse adviriendo que mientas el par (Felipe, lo verdadero) es parte del
curso de valores dcl primer concepto, el par (Fclipe, lo falso) es parte de los
cursos de valores de los olros conceplos.

3) Si entendemos el término ‘conjunto’ en cualquier otro sentido ajeno a
Frege, tcndria que aclararse y justificarse su uso para la exposicién de las ideas
fregeanas, y hasta donde sé, ninguno de los defensores de la tesis ha hecho algo
semejante. Podria pensarse que el término ‘conjunto’ se estd usando en sentido
modemo. Pero actualmente no hay s6lo una teoria de conjuntos; y en cada teoria
los axiomas delimitan el comportamiento de los “conjuntos”. Asi pues, no dudo
de que en alguno de esos sentidos pueda ser correcta la tesis de que los cursos de
valores son conjuntos de pares ordenados, pero no consideraré este caso por
carecer de elementos de juicio al respecto.

Enresumen, en losusos de! témino ‘conjunto’ examinados, decir que el curso
de valores de una funcién es un conjunto de pares ordenados resulta confuso o,
incluso, acarrea contradicciones o alteraciones del sistema fregeano. Para
sostener esta identificacion deberia aclararse el significado de ‘conjunto’, y
parece que s6lo la tercera alternativa puede proporcionar un sentido adecuado.
En mi propia propuesta, una forma adecuada de enunciar la tesis de los pares
ordenados podria ser en los siguientes términos: ‘El curso de valores de una
funcién es la vinculacién entre argumentos y valores que puede ser expresada
mediante cierto conjunto de pares ordenados’, donde ‘conjunto’ debe usarse en
algiin sentido apropiado (por ejemplo, alguno de la primera o tercera alternativa
antes mencionadas al analizar sentidos de ‘conjunto’). Al parecer, esto es
justamente lo que intentan decir varios de los expositores de 1a tesis; pero por lo
visto, la imprecisién en su formulacién ha llevado a obscurecer atin més la yade
por sf nada clara idea fregeana sobre los cursos de valores. No obstante, en la
formulacién que propongo, creo que dicha idea, al igual que Ia idea asociada de
extensién, queda esclarecida en alguna media; y coincide con la interpretacién
que presenté ilustrandola con diagramas.

México, sepliembre de 1987

ABSTRACT

This paper tries to clarify the Fregean notions of function, concept, course of values,
and extension.

According to Frege, a function is the reference of an expression with gaps; the function
itself also has gaps and yields an object when those gaps are filled. Each function has a
course of values and different functions can yield the same course of vajues. Conceplts are
functions having one argument which yield the truth for those objects which fall under the
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concept and which otherwise yield the false. The extension of a concept is its course of
values.

According to my interpretation, a Fregean function bchaves like a skeleton that
connects the objects that fill the gaps with the cbjects that arise when the gaps are filled.
Therefore, one can say that a function is a mode of connecting objects, and the course of
values is the connection itself, taken as a Fregean object. On these terms, a concept is a
mode of connecting objects with truth-values, and its extension is the connection itself;,
in other words, a concept is a way of grouping objects (those that fall under the concept)
and the extension is the grouping or “set” that is defined by that way of grouping objects.
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